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Des lois géométriques qui régissent les déplacements d’un
systéme solide dans l'espace, et de la variation des coor-
données provenant de ces déplacements considérés indeé-
pendamment des causes qui peuvent les produire ;

Par M. OLINDE RODRIGUES.

Idée générale de la translation et de la rotation d’'un systéme solide.

1. Pentends par systéme solide un assemblage quelconque, continu
ou discontinu, de points invariablement liés entre eux, de telle sorte
" que trois de ces points étant donnés de position, non en ligne droite ,
ainsi que leurs distances a tous les autres points du systéme, la situation
de ce systéme soit invariablement déterminée pour chaque changement
de situation du triangle formé par ces trois points ;

Ce qui doit étre, en effet, puisque sur une base triangulaire donnée,
avec des distances données, on ne peut construire qu’une seule pyra-
mide, identique ou superposable a une autre pyramide donnée. Ainsi
donc, trois points d’un solide non en ligne droite étant fixes, aucun
déplacement de ce solide n’est possible.

Mais s'il n’y a que deux points donnés qui doivent rester immobiles
dans le systéme , I'invariabilité des distances de tout autre point 4 ces
deux-la entraine d’abord I'immobilité de tous les points avec lesquels
ils sont en ligne droite; cette droite devient un axe fixe, autour duque!
tout autre point du systéme ne peut que tourner dans une circonfé-
rence concentrique et normale 4 I'axe; et comme tous les points du
systeme sont invariablement liés 4 'un d’eux et i V'axe fixe, la rotation
de I'un implique la rotation de tous; et 'amplitude de cette rotation
est égale pour tous les points du systeme.

Tout déplacement d’un solide autour de deux points fixes se réduit



PURES ET APPLIQUEES. 381

donc a une rotation d’égale amplitude et de méme sens pour tous les
points du systeme autour de I'axe formé par les deux points fixes.

Clest ici le lieu de remarquer que toute rotation donnée peut étre
remplacée par une rotation de sens opposé, d’une amplitude complé-
mentaire de celle de la premiére 4 400°.

Des rotations différentes autour d’'un méme axe se composent en une
rotation égale & leur somme, en ayant soin d’affecter de signes con-
traires les amplitudes de rotation qui s’effectueraient en sens opposés,
Pordre de succession des rotations restant d’ailleurs arbitraire.

Si Vamnplitude des rotations est infiniment petite, les arcs décrits par
les points du solide déplacé & distance finie de 1’axe, se confondent
avec leurs cordes, lesquelles sont diversement inclinées entre elles,
selon les angles des rayons menés de ’axe aux points du systeme.

Mais si ’'on suppose que I’axe li¢ invariablement au systeme que ’on
considére en soit pourtant infiniment éloigné, une rotation infiniment
petite d’un ordre infinitésimal réciprogue a celui de la distance de I'axe
a ce systeme , aura pour effet de faire décrire 4 tous ses points des droites
finies égales et paralléles, de maniére que le systéme n’aura fait que
subir une translation, en désignant ainsi le déplacement d’un solide
qui résulte du transport égal de tous les points parallelement 4 une
direction donnée.

Ainsi donc, toute translation d’un systeme peut rigoureusement étre
considérée comme une rotation d’une amplitude infiniment petite au-
tour d’un axe fixe infiniment éloigné et normal i la direction de cette
translation.

On ne sera donc pas surpris de trouver ultérieurement toutes les pro-
priétés des translations comprises dans celles des rotations, comme les
propriétés de la ligne droite dans celles de la circonférence ; et toutefois
nous nous y arréterons spécialement.

Mais auparavant nous compléterons cet expos¢ général du déplace-
ment autour d’un axe fixe, par le théoréme suivant, que I'inspection
de la figure rend sensible et dont les conséquences serviront dans ce
qui va suivre.

Du transport de l’axe de rotation parallélement ¢ lui-iéme.
P P

La rotation d’un systéme solide autour d’un axe fixe peut étre rem-
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placée par une rotation égale antour d'un autre axe parallcle au pre-
mier suivie d’une translation de ce systeme égale et parallele a la corde
de I'arc décrit par un point du second axe autour du premier, en vertu
de la premiere rotation, ou, ce qui revient au méme, sauf le sens de la
translation qui est changé, a la corde de Farc qui serait décrit par un
point du premier axe autour du second.

2. Revenons au déplacement par transiation.

Si deux situations d’un méme solide sont telles. que les cordes qui
joindraient chaque point du solide dans 'une de ces situations & son
correspondant dans autre soient égales et paralleles, il est clair que ce
solide, pour arriver de la premiere a la seconde situation, aura pu ne
faire que glisser en quelque sorte parallelement a lui-méme le long de
Pune de ces cordes, dont la grandeur et la direction mesureront la
grandear et la direction de la translation de ce systeme, et vice versi.
Rien n'est plus simple que la translation d’un systeme solide selon nne
direction et une grandeur de translation données.

Loi géncrale de la composition des translations successives

Si le systeme subit plusieurs translations conseécutives. différentes en
direction comme en étendue, toutes ces translations se composent évi-
demment en une translation nnique, égale et parallele i la droite qui
joindrait un point de la premiére sitnation a son correspondant dans
la sitnation définitive du systéme; droite qui fermerait le polygone trace
par les translations successives de ce point, et dont la grandeur et la di-
rection ne dépendent, comme on le sait, que de la grandeur et de la
direction des divers cotés de ce polygone, quel que soit daillew s leur
ordre de succession.

Les projections de cette translation résultante sur trois axes coor-
dounés rectangulaires seront égales aux sommes des projections des
translations données sur les mémes axes et détermineront ainsi sa gran-
denr et sa direction , par un procédé analytique. indépendant du pro-
cédé graphique de la construction de ce polygone.

Telle est la loi de composition des translations successives d’un sys-
teme solide, au moyen de laquelle on peut réciproquement décomposer
toute translation donnée en une suite de translations diverses en gran-
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deur et en directions, assujéties seulement & satisfaire 4 cette condition
que la somme de leurs projections sur trois axes rectangulaires, ou plus
généralement sur un axe quelconque, soit égale a celle des projections
dela translation donnée sur le méme axe,

On peut appeler cette loi de composition loi du polygone des trans-
lations.

Du deplacement d'un systéme autour d'un point fixe.

3. Deux situations différentes d’un méme systeme étant données
autour d’un point qui, dans ce déplacement est resté immobile,
qu'on choisisse arbitrairement dans ce solide un triangle dont le
point fixe serait le sommet, et que I'on considére les deux situations
correspondantes de ce triangle, et particulierement les angles formés
parles cotés correspondants des deux triangles partant du méme sommet
commun; si par ce sommet, on méne deux plans qui, normaux aux
plans respectifs de ces angles, les partagent également; il est évident
que l'intersection de ces deux plans jouira de cette propriété que cha-
cun de ses points pourra étre considéré comme le sommet commun de
deux pyramides identiques ou superposables , ayant pour bases les deux
triangles considérés, de maniére que cette intersection supposée liée in-
variablement au systéme déplacé, sera nécessairement restée immobile
dans le déplacement supposé. Ce déplacement lui-méme se réduit done
a un déplacement en rotation autour d’un axe fixe, que 'on détermine
par la construction qui vient d’étre expliquée.

Dans le cas singulier, que d’ailleurs on peut toujours éviter, ou les
deux plans bisséquants, dont Pintersection sert 2 déterminer axe de
la rotation, se confondraient en un seul plan, P’axe n’est autre évi-
demment que la droite d’intersection des plans des deux triangles con-
sidérés. Toute autre droite que celle-la, bien qu’appartenant aux deuy
plans bisséquants confondus en un seul, forme avec les cotés des trian-
gles considérés, des angles triedres symeétriques non superposables.

Ainsi donc, tout déplacement d’un systéme autour d’un point fixe
revient 4 un déplacement par voie de rotation autour d'un axe fixe
passant par ce point, ou plus généralement, peut étre obtenu par une
rotation égale autour d’'un axe différent, mais paralléle au premier situé
d’ailleurs comme on voudra, pourvu que cette rotation soit suivie (’un
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déplacement en translation parallele et d'une étendue égale 4 la corde
de Iarc que le point fixe devenu mobile décrirait autour de ce nouvel
axe, le sens de la translation étant opposé a celui de cette corde;

Cette généralisation du déplacement autour d’un point fixe, étant
la conséquence du théoréme relatif au transport de I'axe de rotation
parallelement a lui-méme (n° 1).

Du déplacement quelconque d’un systéme solide dans Uespace.

4. Considérons enfin deux situations entiérement arbitraires d’un
méme solide, et cherchons a nous représenter de la maniere la plus
simple, le mode de déplacement qui a pu amener le solide de 'une de
ces sitnations a l'autre.

Par un point quelconque de ce solide dans la premiére situation,
imaginons qu’on méne des droites égales et paralléles a celles qui, dans
la seconde situation joignent le point correspondant de celui-ci a tous
les autres points du solide déplacé; on aurait ainsi construit un assem-
blage de points, un solide entiérement identique & celui que nous consi-
dérons ; mais dont la situation intermédiaire entre les deux situations
données serait dérivée de la premiére par le moyen d’une certaine ro-
tation autour d’un axe fixe, passant par ce point choisi pour y rappor-
ter le déplacement du systéme, tandis qu’a son tour la seconde situa-
tion du solide serait dérivée de cette situation intermédiaire, au moyen
d’une translation dont la direction et I’étendue seraient égales a celle
de la droite qui joint le point choisi et son correspondant.

Si, de plus, on observe qu’en vertu du théoreme relatif au transport
de la rotation autour d’un axe donné, 4 un autre axe paralléle a celui-
ci, rien n’empéche de supposer que cette situation intermédiaire du
solide résulte d’une rotation égale et de méme sens autour d’un axe
passant par un point quelconque du solide, suivie d’une translation
égale et paralléle i la corde de I'arc décrit par ce nouveau point choisi
pour y rapporter le déplacement du systeme autour du premier axc
dans la-premiere rotation admise ; comme cette translation, composie
avec celle qui s’opére du solide intermédiaire a la situation définitive,
se réduit i une translation égale et paralléle a la droite qui joint cette
nouvelle origine a son point correspondant dans la situation définitive;
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comme enfin, pour chaque origine du déplacement, il n'y a qu'un
seul axe de rotation possible; on se trouve enfin avoir démontré com-
plétement le théoréme suivant, I'un des plus beaux, sans contredit, de
la géométrie, et qu on doit considérer comme la base fondamentale des
lois géométriques du mouvement.

Théoréme fondamental.

De quelque manié¢re qu’un solide ait été transporté d'un lieu dans
un autre , on peut toujours considérer ce déplacement comme résultant
de deux déplacements consécutifs en rotation et en translation, la ro-
tation s’effectuant autour d’un axe fixe mené par un point quelconque
du solide dans la premiére situation, parallélement a une certaine direc-
tion, invariablement déterminée par les deux situations considérées du
solide, aussi bien que le sens et 'amplitude de la rotation; la translation
s’opérant ensuite parallelement 4 la droite qui joint un point de cet axe
a son correspondant dans la seconde situation du systéme, la grandeur
de cette droite mesurant celle de la translation.

L’ordre de ces déplacements peut étre interverti : la translation peut
précéder la rotation, mais celle-ci s’effectue ensunite autour d’un axe
passant par le point de la seconde situation correspondant 4 celui au-
quel est rapporté le déplacement dans la premiére situation. D’ail-
leurs la direction de I'axe de rotation, Pamplitude et le sens de rotation
sont les mémes pour tous les points du systéme, avant ou apres la
translation.

Dans cette succession de déplacements om remarque que la droite
qui joindrait un point quelconque du solide dans sa premiére sitnation
a son correspondant dans la seconde, c’est-a-dire la droite réellement
parcourue par ce point, forme le troisiéme coté d’un triangle dont le
premier, variable pour chaque point du systéme, est normal 4 axe de
rotation, et dont le second, constant pour tous les points du systeme,
mesure la translation du systéme relative a I’origine du déplacement.

La projection de cette droite sur I’axe de rotation est donc constante
pour tous les points du solide, et ne peut étre constante que relative-
ment & cette méme direction de I’axe de rotation ; car cette projection
sur toute direction est la somme de deux projections, savoir, de celle de

Tome V. — Novexere 1840. »/19
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la corde de V'arc de la rotation, et de celle de la droite parcourue en
translation. La premiére de ces projections est variable, la seconde est
constante. Leur somme ne saurait donc étre constante pour toute direc-
tion autre que celle qui rend nulle la premiére de ces projections,
savoir , la direction méme de 'axe de la rotation.

Tous les points d’'un systeme solide déplacé d’une maniere quelcon-
que sont donc dgalement transportés relativement & la direction de
Paxe de la rotation.

Si cette projection constante est nulle, le déplacement se réduit a une
rotation sans translation autour d’un certain axe, facile 4 déterminer,
puisque la droite parcourue par chaque point dans un plan normal 4 la
direction commune de tous les axes de rotation se trouve étre la base
d’un triangle isoscéle situé dans ce plan, dont I'angle au sommet serait
égal a amplitude de la rotation, et dont le sommet appartient 4 'axe
cherché.

En général , cette projection constante est la mesure de la translation
absolue du systéme, qui est un minimum entre toutes celles qui sont
relatives aux diverses origines du déplacement; c’est la translation
méme des points du systéme qui seraient transportés parallelement &
Vaxe de rotation. Pour tous ces points considérés comme origines du dé-
placement, I'axe derotation, que nous nommerons, pour le distinguer,
Paxe central du déplacement, est en méme temps I'axe de la transla-
tion; de maniére que le déplacement du systéme rapporté a cet axe cen-
tral , se réduit 2 tourner autour de cet axe, en glissant paralléelement a
sa direction, sorte de mouvement qu’on a comparé a celui de la vis dans
son écrou ; expression la plus simple du théoréme fondamental ou les
deux déplacements de rotation et de translation se trouvent effectués
orthogonalement [*].

5. Mais il s’agit de trouver cet axe central, c’est-a-dire de déterminer
les points du systéme dont le déplacement définitif se réduit a une
translation paralléle a la direction de 'axe de rotation. Or c’est a quoi
Von arrive par la construction suivante.

[*] Ce beau théoréme de géométrie appartient, je crois, a M. Chasles , qui I'a publié
dans le Bulletin universel des Sciences, tome XIV, année 183e.
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Par un point quelconque du solide, et dans le plan des deux axes de
rotation et de translation relatifs a ce point considéré comme origine du
déplacement, menez 4 I'axe de rotation une perpendiculaire égale a
I’étendue de la translation projetée sur cette perpendiculaire ; sur cette
perpendiculaire, comme base et normalement au plan des deux axes,
construisez un triangle isoscéle, dont I'angle au sommet soit égal 2
Pamplitude de la rotation du systéme, ce sommet appartiendra a 'axe
central, si dailleurs le triangle isoscéle est, relativement au plan des
deux axes, placé dans le sens de la rotation.

Car il est évident que ce sommet, tournant d’abord autour de 'axe
de rotation relatif, puis décrivant une paralléle 4 Paxe de translation
relatif, d’une grandeur égale a celle de la translation relative, arrivé a
sa position définitive, se trouve avoir parcouru parallélement a I'axe de
rotation, une droite égale i cette méme translation, projetée sur L'aaxe
de rotation.

Et réciproquement, si 'on considére par rapport 4 P'axe de rota-
tion, qui serait mené par ce sommet, le déplacement de I'origine des
deux axes relatifs donnés, on voit ce point, en vertu de la rotation
autour de I'axe central, arriver d’abord & Vextrémité de la base du
triangle isoscele ci-dessus indiqué, base qui mesure le déplacement de
ce point-perpendiculairement 4 I'axe de rotation central, puis, en vertu
de la translation paralléle & ce méme axe, arriver enfin i sa situation
définitive, a I'extrémité de I'axe relatif de translation supposé.

Et cette construction montre bien que tout le déplacement se réduit
a une simple rotation autour de I’axe central, quand I'axe de transla-
tion relatif est normal i I’axe de rotation, puisque alors le sommet du
triangle isoscéle revient en définitive 4 sa premiere position.

Aussi toutes les fois que les divers points d’un solide, dans le dépla-
cement de ce solide, restent dans des plans paralléles, ce déplacement
seréduit & une rotation autour d’un certain axe fixe normal i ces plans.

Déplacement d’une figure plane dans son plan.

Le déplacement d’une figure plane dans son plan se réduit donc
toujours & une rotation autour d’'un centre fixe dans ce plan, ainsi
qu’il est aisé de I'établir directement.

49..
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Si 'on consideére le quadrilatére formé par la droite qui joint deux
situations correspondantes d’un point du solide, 'axe central et les per-
pendiculaires abaissées de ces deux situations sur cet axe, on trouve
que la droite qui joint les milieux du premier coté de ce quadrilatere et
de celui qui lui est opposé, est perpendiculaire & ces deux lignes, pro-
priété qui donne une autre construction de I'axe central, étant don-
nés seulement deux points du systéme, leurs correspondants, avec la
direction de I’axe de rotation.

Par le milieu de chacune des droites qui joignent un des points don-
nés i son correspondant, faites passer une droite parallele a la direction
donnée de I'axe de rotation et une normale 4 ces deux droites, les plans
formés en chaque milieu par cette normale et la droite parallele a I'axe
de rotation se couperont au lieu méme de I’axe central [*].

6. Nous avons 4 énoncer maintenant les principaux corollaires qui
se déduisent du théoréme fondamental, relativement aux déplacements
particuliers des points, des droites, des plans d’un systéme solide.

1°. Les distances qui séparent chaque point du solide dans sa pre-
miére situation, de son correspondant dans la seconde, se projettent
toutes également sur la direction de I'axe de rotation; cette projection
commune est la mesure de la translation absolue du systéme;

2°. Toute droite, partie du systéme déplacé, ne faisant que tourner
quant a sa direction, autour de I'axe de rotation, il en résulte un rap-
port tres simple entre 'angle que forme cette droite avec I'axe de ro-
tation et celui qu’elle forme avec sa position primitive, par suite de son
déplacement et de 'amplitude de la rotation, savoir :

Le sinus du demi-déplacement angulaire de toute droite, partie d’un
sy stéme solide déplacé, est égal au sinus de la demi-rotation de ce sys-
téme, multiplié par le sinus de U'angle de cette droite avec Paxe de ro-
tation.

Cette proposition, que I'inspection de la figure rend évidente, serta
établir de la maniére la plus élémentaire 'une des propriétés les plus
remarquables du mouvement de la Terre, qui est I'invariabilité pres-
que absolue des poles du globe, le mouvement angulaire de 'axe ter-
restre étant infiniment moindre que celui de rotation de la Terre;

[*] Cette construction m’a été indiquée par mon ami M. Lévy.
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3°. Toute droite paralléle i ’axe de rotation est transportée paralle-
lement & elle-méme, tandis que le déplacement angulaire de toute
droite normale & cet axe est égal 4 'amplitude de la rotation;

4°. Toute figure plane invariablement liée au systéme déplacé, et
dont le plan est normal 4 I’axe de rotation, est donc transportée dans
un plan paralléle au premier, 4 une distance égale 4 la translation abso-
lue du systéme.

Toute figure plane, paralléle a I'axe, est au contraire transportée
dans un plan incliné sur sa position primitive, d’un angle égal 4 'am-
plitude de la rotation.

5°. Le milieu de la droite qui joint un point quelconque du systéme
a son correspondant, est le point de cette droite le plus rapproché de
I'axe central du déplacement ;

6°. Les milieux de toutes les droites qui joignent tous les points d’une
figure plane a leurs correspondants, aprés un déplacement quelconque
de cette figure, sont dans un méme plan avec les milieux de toutes les
droites qui joindraient tout point extérieur i cette figure plane, a son
correspondant symétrique.

Ce plan fait un angle égal avec les plans des deux figures planes,
aussi bien quv’avec les droites correspondantes dans les deux figures, dans
leur plan ou en dehors de leur plan, mais symétriguement inclinées;

7. Aprés avoir exposé la loi géométrique fondamentale du passage
d’un solide, d’une situation donnée a une autre également donnée d’une
maniére quelconque, nous devons rechercher la loi de composition
successive de ces déplacements au moyen de laquelle, étant donnés les
éléments de ces déplacements successifs, on puisse construire on calcu-
ler ies éléments de la situation définitive du solide, la position de son
axe central définitif, 'amplitude de la rotation et I’étendue de la trans-
lation.

Nous avons exposé déja la loi de composition des translations, nous
allons donner celle des rotations autour d’axes fixes différents, et enfin
celle des déplacements quelconques, résultant chacun d’une translation
et d’une rotation combinées.

De cette loi de composition des rotations autour d’axes différents .
nous déduirons une transformation importante du théoréme fondamen-
tal, savoir :
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« Tout déplacement d’un systéme solide peut étre représenté d’une
» infinité de maniéres par la succession de deux rotations de ce systeme
» autour de deux axes fixes non convergents. Le produit des sinus de
» ces demi-rotations multipliés par le sinus de 'angle de ces axes et par
» leur plus courte distance, est égal, pour tous ces couples d’axes con-
» jugues, au produit du sinus de la demi-rotation du systéme autour
» de I'axe central du déplacement, multiplié par la demi-translation
» absolue du systéme.

» Autrement, le volume du tétraédre dont les arétes opposées seraient
» situées d’une maniére quelconque sur chacun des axes conjugués et
» dont les grandeurs seraient proportionnelles aux sinus des demi-
» rotations respectives, est constant pour tous les couples de rotations
» conjuguées, propres 4 représenter un déplacement donné. »

Ainsi donc, tout déplacement d’un systeme solide se réduit en défi-
nitive 4 tourner autour d’un ou de deux axes fixes.

Dans le cas ou I'un de ces axes est parallele a 'axe central, il résulte
de la loi de composition des rotations, que son conjugué estsitué a I'in-
tini, que la rotation qui lui correspond devient infiniment petite et se
transforme ainsi en une simple translation, ce qui conduit au premier
énoncé du théoreme fondamental, énoncé qui n’est plus qn'un cas
particulier de celui que nous venons de donner.

De la composition des rotations successives d’un solide autour de deux
axes convergents.

8. Il s’agit maintenant d’exposer la loi de composition des rotations
successives d’un solide autour d’axes différents. Commencons par ne
considérer que deux axes convergents, et cherchons a déterminer I'axe
résultant de ces deux rotations, celui autour duquel, en définitive, se
trouvera avoir tourné le solide donné, pour arriver de sa premiére a sa
derniere situation.

Cet axe résultant, doit étre placé de telle sorte, qu'accomplissant
lui-méme les deux rotations indiquées autour des axes convergents
supposés, il revienne & sa position premiére. Si donc par chacun des
axes donnés on méne un plan qui fasse avec celui de ces deux axes
un angle égal a la demi-rotation relative a cet axe, Vintersection -de ces
deux plans sera P'axe résultant cherché. arrivant en vertu de la pre-
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miere rotation a sa position symétrique par rapport au plan des deux
axes, et revenant par la seconde rotation  sa position primitive.

On voiten méme temps quel’angle de ces deux plans mesurera lademi-
rotation composée, puisque le premier axe, immobile pendant la pre-
miére rotation, ne se déplace que par la seconde et se tronve décrire
autour del’axe résultant, déterminé comme on vient de le dire, un an-
gle doublede celui des deux plans. Observons ici que la demi-rotation
autour de chaque axe peut indifféremment se mesurer par I'angle inté-
rieur ou par I'angle extérieur des deux plans qui passent par cet axe,
le sens de la rotation étant seulement changé, selon que Fon adopte
Pune ou P'autre mesure, puisque toute rotation accomplie dans un
sens autour d’un axe équivaut 4 une rotation contraire d’une am-
plitude complémentaire de la premiére a 400°.

Ensuite, relativement 4 'ordre de succession de ces rotations, il
arrive que I'axe symétrigue de celui qui vient d’étre déterminé par rap-
port au plan des deux axes donnés, correspondrait, comme axe résul-
tant, aux mémes rotations accomplies dans un ordre inverse de celui
qui est supposé autour des mémes axes; d’our 'on voit que la valeur de
la rotation résultante ne dépend pas de 'ordre des rotations, mais que
la position de I’axe résultant en dépend essentiellement, et que dans la
composition des rotations d’un systéme solide , I’ordre de ces rotations
ne peut étre modifié sans altérer la position de I'axe résultant et la va-
leur méme de la rotation résultante, s’il y a plus de deux axes a com-
poser successivement.

Telle est la différence caractéristique 4 signaler entre la composition
des rotations et celle des translations successives. Il y a d’ailleurs entre
ces deux sortes de composition I’analogie qui existe entre les propriétés
du triangle rectiligne et celles du triangle sphérique; et si Yon compare
les translations paralléles aux trois cotés d’un triangle rectiligne, aux
sinus des demi-rotations accomplies autour des trois cotés d’un angle
triedre, les valeurs des translations et celles de ces sinus seront éga-
lement proportionnelles aux sinus des angles opposés anx cotés res-

"pectifs dans le triangle rectiligne et dans I’angle triedre.

Composition des rotations infiniment petites.

9. Mais ces deux axes symétriques résultants correspondant aux
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mémes rotations dans deux ordres différents de succession , coincident
daus le plan des deux axes si les rotations deviennent infiniment petites,
et il en résulte deux conséquences importantes :

La premiére, c’est que I'ordre de succession des rotations infiniment
petites antour de deux axes convergents, et, par suite , autour de tant
d’axes qu’on vondra, est indifférent; la seconde, c’est que I'axe et 'am-
plitude de la rotation infiniment petite, résultante de la succession de
deux rotations infiniment petites autour de deux axes convergents, se
déterminent de la méme maniére que 'axe et la grandeur de la trans-
lation qui résulterait de deux translations successives proportionnelles
aux rotations données et paralléles & leurs axes; et comme, en éloignant
infiniment les axes de rotation, on transforme les rotations infiniment
petites en translations finies perpendiculaires a ces axes et inclinées
entre elles comme ces axes mémes, on comprend toute la généralité de
la loi de composition des rotations finies qui, par I'intermédiaire des
rotations infiniment petites , comprend aussi la loi de composition des
translations.

De la composition des rotations autour de deux axes paralléles.

10. Tous les points du systéeme déplacé par suite de deux rotations
consécutives autour de denx axes paralléles , sont restés dans des plans
paralléles normaux & ces axes. Le déplacement se réduit donc a une
simple rotation autour d’un certain axe parallele aux premiers. Cela
étant posé, le mode de détermination et de construction de cet axe, qui
a été exposé pour deux axes convergents, s’applique également a deux
axes paralléles et donne pour résultat un axe paralléle aux premiers et
une rotation composée égale a la somme ou a la différence des rota-
tions données, selon qu’elles s’effectuent dans un méme sens ou dans
des sens opposés.

Couples de rotations paralléles.

Mais ici se présente un cas bien remarquable, celui ot les deux rota-
tions étant égales et de sens contraire , la rotation composée est nulle et
I’axe résultant situé a infini, circonstance ou le déplacement aboutit 2
une simple translation. En effet,, par suite des deux rotations égales mais
contraires, autour de deux axes paralléles, chaque point du solide
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déplacé a parcouru définitivement une droite constante de grandeur et
de direction pour tous les points du systeme; la direction de cette
droite fait avec la normale au plan des deux axes, un angle égal i la
demi-rotation supposée autour de chaque axe en méme temps qu’elle
est normale a ces deux axes; sa grandeur est égale au produit de la dis-
tance des deux axes par le double sinus de la demi-rotation.

L’ordre de succession des rotations n’est pas indifférent; la position
symétrique de la direction de la translation, relativement 4 la normale
au plan des deux axes, correspond au changement d’ordre dans la suc-
cession des rotations.

Tout cela résulte facilement d’une comparaison de triangles sem-
blables; et, lorsque les rotations sont infiniment petites, on voit encore
que l'ordre de succession est indifférent, la translation s’opérant alors
suivant la normale au plan des deux axes.

Ainsi donc, tout couple de rotations paralléles équivaut 4 une simple
translation, et réciproquement, toute translation peut étre remplacée
d’une infinité de maniéres par un couple de ce genre.

Ces couples de rotations paralléles se composent donc et se décom-
posent, selon la loi des translations, dans un ordre de snccession arbi-
traire pouvant occuper dans I’espace toutes les positions qui corres-
pondent 4 une méme translation en grandeur et en direction.

Compositions et décompositions qui s’obtiennent en substituant aux
couples les translations qu’ils représentent.

Ainsi se trouve généralisée pour les couples de rotations finies la loi
de composition que M. Poinsot a, je crois, indiquée le premier pour
les couples de rotations infiniment petites.

11. Tout déplacement d’un systéme solide se réduisant 4 une rota-
tion suivie d’une translation, cette translation pouvant toujours étre
remplacée par un couple de rotations dont P'un des axes coupera Paxe
donné de la rotation du systéme, les rotations autour de ces deux axes
convergents se composant en une seule rotation, il en résulte évidem-
ment la démonstration de la transformation énoncée ci-dessus du
théoreme fondamental, savoir : que tout déplacement d’un systéme
solide peut toujours provenir de la succession de deux rotations autour
de deux axes fixes non convergents et d’une infinité de maniéres.

Tome V.—Noveusre 1850. S0
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De la composition des rotations autour d'azxes Jixes non convergents
en nom .
nombre quelconque

12. [ s’agit enfin de composer des rotations autour d’axes fixes non
convergents en nombre quelconque. Prenons un point dans Pespace
pour y rapporter dans leur ordre toutes ces rotations; nous avons vu
que toute rotation autour d’un axe fixe pouvait étre remplacée par une
autre rotation égale, accomplieautour d’un autre axe paralléle au pre-
mier, suivie d’'une translation égale a la corde de I'arc décrit par un
point du nouvel axe autour du premier par suite de la premiere rota-
tion donnée. Nous avons vu aussi qu’une translation suivie d’une ro-
tation accomplie autour d’un axe passant par I'extrémité de I'axe de
translation pouvait au contraire en étre précédée, si I'axe de rotation
passait par U'origine de I'axe de translation. Cela posé, si par le point
choisi pour y rapporter toutes les rotations, on fait passer des axes pa-
ralleles aux axes donnés non convergents, le déplacement du systeme
opéré successivement autour de ces axes, au moyen du transport des
rotations aux axes convergents menés parallélement aux premiers, et de
Péchange successif des rotations autour d’axes passant aux extrémités
des lignes de translation en rotations autour d’axes passant par leur ori-
gine, le déplacement du systéme se partagera en une suite de rotations
respectivement égales aux rotations données, accomplies successivement
autour des axes convergents paralléles aux premiers, suivies d’une suite
de translations telles, qu’elles résulteront des cordes successivement
parcourues par le point choisi autour des axes non convergents donnés
dans Uordre indiqué par les rotations.

La composition des rotations autour d’axes convergents et celle des
translations s’opéreront suivant les modes indiqués plus haut. Le dé-
placement du systéme se raménera en définitive & une rotation et i une
translation relatives & deux axes de rotation et de translation passant
par le point choisi pour origine du déplacement.

On voit par cette construction que les éléments de la rotation défini-
tive du systeme ne dépendent que de I'amplitude et de la direction des
rotations, et nullement de I'écartement des axes de rotation ; tandis que
la grandeur et la direction de la translation dépendent 2 la fois des ro-
tations, de leurs directions, et de la position des axes de ces rotations

.
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composantes, attendu que les cordes successivement décrites par le
point choisi pour y rapporter le déplacement du systéme varient de
grandeur et de direction suivant les positions successives que prend le
point déplacé relativement aux divers axes de rotation donnés.

Si dans le systeme de ces axes il s’en trouve de consécutifs qui for-
went des couples de rotations paraliéles, il est évident que ces couples ne
fourniront aucun ¢lément dans la détermination de la direction et de
Pamplitude de la rotation résultante, et qu'ils n’auront d’influence que
sur la grandeur ei la direction de la translation résultante, le point
dont les rotations successives déterminent cette translation se trouvant,
par suite de ces couples de rotations, lorsqu’il y arrive, décrire la
translation équivalente 4 chaque couple respectif.

Fxamen du cas particulier de deux axes fixes non convergents.

13. Si nous considérons deux axes non convergents et leur plus
courte distance, et que nous prenions pour origine du déplacement
Pextrémité de cette plus courte distance sur le premier axe de rotation ,
c’est-a-dire sur I'axe de la rotation qui doit seffectuer la premiére, en
faisant passer par cette origine un axe paralléle au second donné, on com-
posera les deux axes convergents en un troisiéme, qui sera I'axede rota-
tion du déplacement relatif i cette origine, et 'on aura ’axe dela trans-
lation relative par la corde de I'arc que décrirait cette origine, en vertu
de la rotation & effectuer autour du second axe donné. La projection de
cette corde sur 'axe relatif de rotation, ainsi déterminé, mesure Ia
translation absolue du déplacement; elle est égale 4 la somme des pro-
jections des deux cotés du triangle isoscele dont elle est la base ; chacun
de ces cOtés est égal a la plus courte distance des deux axes non coun-
vergents donnés, et il est facile de s’assurer en outre que chacun de ces
cotés est également incliné sur I'axe relatif composé. En effet, cette plus
courte distance est normale au plan des deux axes convergents; or. en
considérant 'angle formé par cette normale et par la droite symétrigue
de P'axe résultant relativement a ce plan, on voit que cet angle ne
change pas lorsqu’on le suppose mobile et entrainé par la seconde rota-
tion qui amene la droite symetrique dont nous parlons, a se confondre
avec ’axe résultant: mais. dans cette rotation. la normale s’est inclinée

50..
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sur elle-méme dans un plan perpendiculaire au second axe, de maniere
a étre paralléle au second c6té du triangle isoscéle que nous considérons,
et comme il est évident que ’angle de 1a normale avec I'axe résultant est
supplément de celui qu’elle forme avec sa position symétrique, on voit
qu’effectivement I’axe résultant est, ainsi que nous venons de le dire,
également incliné par rapport anx deux cotés de ce triangle isoscele.
D’ot on conclut enfin que la translation absolue d’un systeme solide
provenant de la succession de deux rotations autour de deux axes fixes
non convergents, est égale au double de la distance de ces deux axes
projetée sur la direction de I'axe de la rotation composée ou résultante.

Mais il est évident que le cosinus de P'angle de cette distance avec
I’axe composé est égal au sinus de 'angle de méme axe avec le plan
des deux axes composants, lequel, par suite de la loi de proportion
des sinus des demi-rotations 4 ceux des angles compris entre les axes
opposés, se trouve étre égal au produit des sinus des demi-rotations
données par le sinus de I'angle des deux axes, divisé par celui dela
demi-rotation composée; d’ou’on arrive & compléter le théoréme fon-
damental transformé ainsi que nous I'avons déja énoncé, savoir, que
tout déplacement d’un sy stéme solide peut toujours provenir, d’une infi-
nité de maniéres, de la succession de deux rotations autour de deux
axes fixes non convergents, pourva que le produit des sinus des demi-
rotations successives multiplié par la distance des deux axes conjugues
et par le sinus de Uangle de ces axes, soit égal au produit de la dem:-
translation absolue du systéme déplacé multiplide par le sinus de la
demi-rotation résultante.

De la composition des déplacements successifs d'un systeme
combinés de rotations et de translations.

1 4. Nous sommes maintenant en mesure de résoudre complétement
le probléme général suivant, ou I’on considére la succession des dépla-
cements quelconques d’'un méme solide.

Etant donnés les axes de rotation et de translation ainsi que 'ampli-
tude et I'étendue de ces rotations et translations pour chaque déplace-
ment successif d’un systéme, on demande de construire les axes de
rotation et de translation de ce systéme relatif 4 une origine donnée.
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Lasolutionde ce probléme estévidemment la méme que celledu pro-
bléme précédent, ot il ne s’agissait que de rotations autour d’axes fixes,
puisque les translations peuvent étre remplacées par des couples de
rotations autour d’axes fixes. Nous ’avons indiqué nettement dans le
dernier paragraphe du n° 12. Il n’y a donc pas lieu de s’y arréter da-
vantage.

Examen du cas particulier des déplacements infiniment petits
successifs.

Cette solution se simplifie notablement lorsqu’on ne considére que
des déplacements infiniment petits; d’abord en ce qui concerne les
rotations données et leur résultante, parce que 'ordre de ces rota-
tions est indifférent, et que leur composition en nombre quelconque
autour d’axes convergents s'opére comme celles de translations pro-
portionnelles & ces rotations et paralléles & ces axes; ensuite, en ce qui
concerne la translation composée, parce que I’ordre des rotations et des
translations successivement effectuées par I'origine du déplacement est
également indifférent, et que chacune de ces rotations et translations
peutétre établie directement et séparément, comme si le point 4 déplacer
ne se déplacait qu’alternativement et non successivement , ce qui tient &
ce quel’espace parcouru pour chacun de cesdéplacementsestinfiniment
petit; la composition de ces translations partielles résultant de I’écarte-
ment des axes donnés, ou des translations mémes qui sont jointes aux
rotations, s’opére suivant la méme loi que celle des rotations.

15. 11 nous faut maintenant appliquer le calcul aux lois géométriques
que nous venons d’exposer relativement aux déplacements quelconques
d’un systéme solide, et en déduire d’abord les formules de la variation
des coordonnées d’un systéme solide, qui tiennent une si grande place
dans la mécanique analytique.

Détermination des formules de la variation des coordonnées d'un
systéme solide, provenant d’un déplacement quelconque.

Soient x, ¥, z,..., &+ Ax, y+4 Ay, z-+ Az, les coordonnées
de deux points quelconques correspondants dans les deux situations
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du systeme déplacé; soient de plus x, v, z, les coordonnées du milieu
de la droite qui les joint, en sorte que P'on ait

X =x 4+ $Ax, Y=y + LAy, z =2z + iAz;

soient enfin g, %, I, les angles formés par la direction de I'axe de rota-
tion avec les axes des coordonnées, § I'amplitude de la rotation, 7 la
grandeur de la tramslation absolue, X, Y, Z, les coordonnés d’'un
point quelconque de I'axe central du déplacement.

Si I'on considére le triangle rectangle dont hypoténuse est formee
par la droite de jonction des deux points correspondants et dont les
deux autres cOtés sont donnés, 'un par la corde de I'arc décrit par le
premier point en vertu de la rotation §, et I’autre par la droite parcou-

_rue en translation par ce méme point apres la rotation effectuée; il est
clair que les variations Ax, Ay, Az, seront respectivement égales aux
projections respectives de cette hypoténuse , c’est-a-dire a la somme des
projections des deux autres cotés de ce triangle rectangle sur les axes
des coordonnées respectifs. Or le coté égal et parallele a la translation
absolue ¢, donne les trois projections # cos g, ¢ cos k, ¢ cos/; autre coté
estégal 4 autang L8, u désignant la distance de Paxe central a ce cote
meéme qui lui est perpendiculaire. Cette distance est évidemment la
méme que celle du point (x, v, z) au méme axe central, comme la di-
rection de ce coté est la méme que celle d’'une droite qui serait menée
par le point (x, v, z) perpendiculairement & ’axe central et'a la distance
de ce point i ’axe. Appelons ¢, H, L, les angles de cette droite avec les
axes des coordonnées, nous aurons d’abord les expressions suivantes -

Ax = tcosg + 2utangifcosc,
Ay = tcosh + 2utangifcosn,

Az = tcos/ + 2utangifcosct;
et comme on a nécessairement
cosgcosc + coshcosa + coslcosL = o,
on en déduira, comme cela résulte aussi de la figure,

Axcosg + Aycosh 4+ Azcosl = ¢,
Ax? ++ Ay® + Az = * + fuitang®if
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Lies premiers termes £ cos g, t cos &, ¢ cos !, représentent la partie des
variations qui provient du déplacement absolu en translation; les se-
conds termes, celle qui est due 2 la rotation opérée par le déplacement.
En comparant ces premiers et seconds termes entre eux » relativement &
chaque axe coordonné, on trouve que les premiers qui, relativement a
chaque axe coordonné, mesurent I'effet ou le moment de la translation
du systeme, ont pour valeur les projections de cette translation sur cha-
que axe des coordonnées, tandis que les seconds termes, qui représen-
tent pour chaque point Veffet ou le moment de la rotation du systeme
relatif & chaque axe coordonné, ont pour valeur la projection relative
4 chaque axe coordonné d’un triangle ayant pour sommet le milieu de
la droite, définitivement parcourue par le point considéré, et pour base
une droite comptée sur I'axe central d’une étendue égale a 4 tang £ 4.

Dans le cas d’'un déplacement infiniment petit, ce milieu et le point
lui-méme se confondent, et il en résulte que pour un point du systeme
infiniment peu déplacé, I'effet de la rotation, relatif 2 une direction
donnée, est égal au double de la projection relative a cette direction
d’un triangle dont ce point est le sommet et dont la base prise sur P'axe
central est égale  la rotation du systéme.

Ceci fait comprendre comment la théorie des projections se rattache
par les projections linéaires aux lois de la translation, et par les projec-
tions des aires a celle de la rotation des solides. Poursuivons.

La corde 2u tang £f étant normale  la fois A P'axe central et 4 la
perpendiculaire abaissée du point (x, v, 2z) sur cet axe, laquelle est
égale a u, on aura

ucosc = (v —Y)cos! — (z —Z)cos h,
ucosH = (z —Z)cosg — (x —X)cos/,
#wcost = (x —X)cosh — (v —Y)cosg,

et par suite,

Ax = tcosg + autangfficosc = A + py — ny,
Ay = tcosh + autangificosn = B + mz — px,
Az = tcos! + autangifcosr =T + nx — my,

A, B, T, m, n, p, désignant six constantes qui dépendent de la position
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de I’axe central du déplacement , de la grandeur de la translation et de
I'amplitude de la rotation, ainsi qu’il suit :
A = tcosg + atangi0 (Z cosh — Yzcosl),
B = tcosh + 2tangif (Xcosl — X cosg),
I = tcos! + atang18(Ycosg— X cosk),
m = atangifcosg, n=atangifcosk, p = a2tangifcosl.

Si I'on désigne par «, €, 9, les variations des coordonnées de I'origine
des axes coordonnés, on aura les relations suivantes :

a = A + §(p6—ny),
€ =B + { (my — pa),
y =T + {(na—mf),
au moyen desquelles on remplacera, quand on voudra, les constantes

A, B, T, par leurs valeurs en fonction des variations @, 6, %; et 'on
aurait ainsi

Ax = o + atangif [(x —1€) cosl — (z — +9) cosh],
Ay = € 4 2tangif [(z — L9) cosg — (x —fa) cosl],
Az = 9 + 2tangif [(x — Lta) cosh— (v — £ €) cosg],

dont les premiers termes «, €, 7, expriment les moments de la
translation relative A l'origine des coordonnées dont la valeur est
V' 4+ 62 + 92, et ceux affectés de la rotation expriment les mo-
ments de cette rotation autour de Yaxe relatif i I'origine. Nous aurions
pu établir directement ces formules, comme celles qui précedent, et
que nous avons construites sur 'axe central.

Equations de l'axe central.

16. Les équations de I'axe central se déduisent 2 leur tour des
formules ci-dessus, avec la plus grande simplicité; car pour tous les
points de cet axe, effet de la rotation étant nul, on a Axr =2 cos g,
Ay = tcosh, Az = tcos l; les coordonnées x, y, 2, appartiennent a
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cet axe, et en supprimant le trait on a les équations cherchées, ex-
primées au moyen des éléments des variations,,

m(Am+Bn+rp)__m(acm+€n+-yp)
mz+”a+pz - m’-{—n’—l»—p’

Py — nz + A = tcosg — ,
n (Am+Bn+Fp)_ 7 (am -+ Cn + yp)

mz — pr + B — tcosh = P m

3

[
nz — my+ r = roosi — P (Am—{—Bn—f—r‘p):ra(um—i— n - op)
m* + n* + p* m?* - n* + p*

et plus simplement encore en éliminant les constantes A,B,T,

N pe — rny e my — pa . na — m€
TN T iy mapy T T amam ey T T aa
m? - n* +p* m? 4 n* + p* m* +nr*~+p
m - n - ) ’

équations dans lesquelles les coordonnées soustraites des coordonnées
générales x, 7, z, sont précisément celles du sommet du triangle isos-
cele normal au plan des deux axes relatifs de translation et de rotation
passant par I'origine des axes coordonnés, élevé sur une base perpendi-
culaire i I'axe relatif de rotation, coupant par la moitiél'axe dela trans-
lation relative et d’une grandeur égale a la translation projetée sur sa
propre direction, 'angle au sommet étant égal 4 'amplitude de la rota-
tion§; ce qui s’accorde bien avec la construction donnée précédemment.

Ces équations peuvent encore s’écrire ainsi qu’il suit, en y introdui-
sant la rotation et les inclinaisons de ’axe de rotation :

x-ga-jeotif(Scosl-ycosh)  y-4S-fcotyOycos g-acosl) z- 4yt cot +0(x cos h-E cos g,

cos g cos h cos /

Equation genérale de Uaxe central.

Mais on peut représenter ces trois équations des projections de I’axe
central par une seule équation a coefficients indéterminés , savoir,

cos aldx + cos bAy + coscAz = tcos(t,a, b, c),
dans laquelle

cos(t,a, b, ¢) = cosacosg + cosb cos h + cos ccos,
Tome V. — Novemsre 184o. 51
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a, b, ¢, désignant trois angles arbitrairement formés par une direction
quelconque avec les axes coordonnés. Cette équation unique, a cause
de P'indétermination de ces angles a, b, ¢, se résout nécessairement
dans les trois autres Ax — ¢ cosg, Ay=tcosh, Az=1tcosl, et elle
exprime la propriété la plus générale du déplacement des points situés
sur I'axe central, qui est d’étre, relativement a une direction quel-
conque, égal 4 la translation absolue du systéme sans rotation, estimée
suivant cette méme direction.

Examen du cas des variations infiniment petites.

17. Si 'on ne considére que les variations des coordonnées du Sys-
teme solide, provenant d’un déplacement infiniment petit ot les cons-
tantes &, €, 9, f soient des infiniment petits du méme ordre que les
variations mémnes, si le signe A se change dans le signe usité J', et
qu’on néglige dans les formules données ci-dessus les termes du second
ordre, on aura pour expressions des variations,

0r =a+py —nz, Iy = € +mz—px, Sz=19 + nr— my,

m=>0cosg, n=~"9cosh, p=~Hcosi,

et pour équations de ’axe central,

92 +-ycosh—Ccos! _ 0y + acos!/ —ycosg __fz4€cosg — zxcosh
cosg - cos & - cos / )

18. Revenons aux formules générales
Ar = A+ pr — mz = a + py—46) — n(x— iy,

Ay =B+ m — px =€ +mz—57) — plx—ia),

82 =T 4+ nx — my= 9% + nx —{a) — m(y — L 6),

dans lesquelles
m=atang{fcosg, n=natangifcosh, p=2tangicosi,
on en tire

ar-a) (3 ) -6) +(Az-y)* =4 tang * £ 6{ (35 2)* (Y48 +(z-19)*{(x+ &) cOs g+ (v-+C) cosh—+(z-fyjcos (] },
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equation qui exprime que la corde décrite en rotation autour de axe
relatif passant par lorigine est égale au double de la tangente de la
demi-rotation multipliée par la distance de P'origine au milieu de cette
corde, estimée perpendiculairement a 'axe de rotation, distance égale
a celle des milieux des droites parcourues définitivement par le point
considéré et par 'origine.

En partant de cette propriété, que la figure rend sensible, de 1’égalité
des projections de toutes les droites parcourues détinitivement surla di-
rection de I'axe de rotation et de I'invariabilité de la distance d’un point
quelconque & Porigine, on aurait immédiatement les trois équations
suivantes, d’ou Pon déduirait facilement les valeurs trouvées déja pour
les variations Ax, Ay, Az, savoir:

Caxen {3 v -8V (Az-y 2= tang 2100 { (x-p 2 P (Y 6+ (z+y P X-a) 08 g(¥-15) 08 At (z- oy jeos L ¢
jaz —a)cos g+ {ay —€)cosh + (32 —y) cos! = o,
(dr—a) (x —fal + (Dy — &) (¥ — 26) + (33 —y) (2 — +o) = 0.

Mais arrivons enfin 4 exprimer ces variations en fonctions des varia-
bles x, ¥, z, en ¢liminant les coordonnées x, ¥, z, au moyen de leurs
valeurs respectives x4 ;A x, ¥ +34Ay, z-+ 4482, On aura, par cette
élimination ,

3 — @ = 2 tang 10 y cos{ — zcosh) + tang$0{(ay — C)cos! — (az — ) cos &),
Ay — C =2 tangt (zousg—awoust ! + lang$0[{az — y)cosg— (Ax — &) cos [},
[

Az — = 2tangLi{xcosh— vcosg) + tang 3 U[({aw — zjcosh— {2y — 3 cosgl,

d’ou enfin ces formules définitives

Ar=a--sinb 'y cosl —wvcosh;+ 2sn?;6[cos g(xcosg +- ¥ cosh—zcosl)— z',
Ay =Csinb{zcosg—acos! )4 2sin?1[cos h{rcosg - ycosh +zeosl;—1 ',

Az = ¢ +sin%. xcosh— ycosg)+ 2 sin?t6{cos! {xcosg - v cosh4-zcosli— =i,

dont les premiers termes seuls sont i conserver lorsqu’on passe des va--
riations finies aux variations infiniment petites.
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Expressions des variations finies en fonctions rationnelles des six
constantes arbitraires a,€, %, m, n, p.

Si I’on conserve dans ces formules les constantes primitives m, n, p, et
qu’on tire directement les valeurs de Ax, Ay, Az, des équations

sx=a+p(r+iay—36)—n(z+48z —33),
ay =6+m(z + %58z —§9)—plr+jaxr—
Az =y+n(x +itar—Lia)—m(y+iay—

a),

€),

o= =

on aura les expressions suivantes en fonctions rationnelles des six cons-
tantes ¢, 6,7y, m, n, p,

m x
Py —ni—+ ;(mx+nf +pz)—(m’+n’+p‘);

2 2 2 ’
e o e ¥ 4
4
- ld 2 2 l'r
mz—p.r—i—;(mz—}—n_yﬂ—pz)—(m ~+n +p);
A7 - c+ 2 2 2 ?
m* + n* + p
I+———4——
P 2
nx—my—i—;(m.r+ny+pz)—(m’+n’+p‘);
az =1y + : :
PR il ol

4

Conséquence importante relative aux formules de la transformation
des coordonnées rectangulaires.

En comparant ces expressions 4 celles que I'on obtiendrait par la
considération de la transformation des coordonnées rectangulaires,
ainsi que cela est indiqué au n°26, on obtient un mode de réduction
des neuf coefficients qui entrent dans les formules de cette transforma-
tion 2 trois variables indépendantes m, n, p, entiérement dégagé de ra-
dicaux, ce qui, je crois, n’avait pas encore €été donné. En désignant,
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suivant l'usage, ces neuf coefficients par a, b, ¢, @', ¥, c¢',a’, b, ¢’, et

par cos (xx’), cos(yy’) etc., les cosinus des angles des axes an-
ciens et nouveaux, on trouve facilement

4oh

m* —n? — p? mn
S S 57
— N — [ N 2
4
mrz+ l+n’—m’—p‘
Zp p L <
) 4
b =cos{xy) = e b = cos . S—
( .7) I+mz_|_"1+Pj7 (]f} l+mz+”:+1);’
4 4
mp np+m
T, i ot
2 2
¢ = CO$ N = ¢ =cos( s\ =m—m—momom—o .
(xz’) \ m:+nz+]7:7 Cco (f ) l+mz+nz+P27
4 4
o o w_
I/__ 4 — 2 /I_ —_— 2
a’'= cos (zx') T wraap N b= cos(zy)= N
4 4
2 m? —n
I+P 7
¢ = cos(az) = —— b
' 4 m*~-n* 4+ p?
A
4
et réciproquement,
m* _ 14+a—b—c" n? W —a—c" p? 14" —a— ¥
T T i4-a+b+"? 4 T itatb+c” 4 1da+b
2(c’ — &) 2 (a” —c) 2(b—a’)

T a4a+ V4" = 1+ a+ & 4"’ P= i4a+ b+

En éliminant m, n, p, des valeurs des coefficients a’, b, ¢’, a’, ¥", ¢,
on obtiendrait les formules de Monge, en fonctions irrationnelles, des
trois constantes a, ', ¢’ [*].

19. De la considération géométrique du déplacement d’un systéme
solide nous avons d’abord déduit les propriétés caractéristiques ou lois
générales de ce déplacement qui se réduit toujours 4 une rotation et une
translation consécutives , ou méme 4 un seul couple de rotations autour

[*] Lacroix , tome I, page 533.



106 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

de deux axes fixes paralléeles ou non paralleles, le déplacement se rédui-
sant dans le premier cas & une simple translation, si, de plus, les rota-
tions sont égales et de sens contraire. De ces propriétés nous venons
Jde conclure I'expression analytique des variations finies ou infini-
ment petites des coordonnées d’un systeme solide déplacé d’une ma-
niére guelconque.

De I'expression de ces variations nous allons déduire maintenant les
lois de composition des rotations et des translations que nous avons
I'abord exposées synthétiquement, puis enfin nous établirons direc-
tement , et suivant trois procédés analytiques distincts, ces mémes
tormules de la variation des coordonnées d’un systéme solide, en
les déduisant uniquement de V'invariabilité des distances des points de
ce systeme.

Lois de la composition des transiations et des rotations successives,
analytiquement déduites des formules des variations des coordon-
nées du systéme deplacé.

Désignons par les signes A’, A", les variations successives des coor-
données du solide déplacé, par le signe A les variations composées
rosultant de la succession des déplacements, par x’, ¥/, 2/, x”, ¥, 2", les
coordonnées des milienx des droites parcourues successivement par
le point (&, 7, 2), et toujours par x, Y, z, celles du milieu de la droite
définitivement parcourue par ce point, en telle sorte qu’on ait

X =x+4tAx, Y':)‘-}-%A’j, 7 =z+4 1Az,

M =xd Ax+LAx, Y=y+Ay+587y, 2'=2+4+02+347z,

x =x-+ §Ax, Yy =y+i8y, = z=z+%Az,
Ax=ANx+A"x, Ay =A'y+Ay, 2= A'z+A"z.

Désignons de plus par ¢, t', 9,8, g,h, 1,8k, 1, les translations
absolues, les rotations et les inclinaisons des axes de rotation de cha-
cun des deux déplacements consécutifs que nous considérons, et par T,
@, G, H, L, les éléments analogues du déplacement définitif ou com-

posé.
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Examinons séparément la composition des translations simples, et
celle des rotations sans translation. Supposons d’abord que les déplace-
ments se réduisent a des translations, on aura

sl =tcosg, a'x=1'cosg’, Ax =TcosG =tcosg—+ t' cosy’,
a'y=tcosh, a"y==t'cosh’, Ay =TcosH=tcosh-+t cosk.
A’z =tcosl, a"z=1t'cosl’, az =TcosL =tcosl + ' cos!l’,

par ou l'on voit que la translation résultante de deux translations
sticcessives n’est autre en étendue et en direction que le troisieme coté
du triangle formé successivement par le parcours d’un point du systeme
en vertu de deux translations données, on généraliserait facilement ce
mode de composition en passant du triangle au polygone des transla-
tions.

Supposons maintenant qu’il s’agisse de composer deux rotations saus
translation antour de deux axes convergents a I'origine des coordon-
" nées; on aura successivement

OAlr = 2 tang 44 (¥ cos { — x’ cos k), Ax o= 2tangi0’(y” cosl — z” cos A’}
Ay = 2tang 16(z’ cosg — x’ cos 1), &'y = 2tangLl (2" cosg’ — x" cos v,
&'z = 2 tang £0(x"cosh — y” cos g), Oz = 2 tang £ §'(x” cos B — " cos g’ :
Ar = Wz + Oz = 2 tang+ © (v cosL — 7 cos H),
Ay = Oy + A"y = 2tangL1 O (z cos G — xcos L),
Bz = Az + &"2 = 2 tangL+@(x cos H — v cos G).

Il faut déterminer les éléments @, G, H, L, en fonction des éle-
ments donnés 8, g, %, (, §, g's &', 'y pour chacune des rotations
a composer,

Or il convient d’abord, au moyen des relations données ci-dessus,
d’éliminer les variables x’, v/, 2/, x”, v’, 2", de ces relations: on con-
clut facilement, en effet,

X = x — }Z Anx’ XI/ - x + %A’v’t',
/ i "o "o i ’

Y=Y =347, Y=y 4+ 1Ay,
' =z — LAz, z" =z + 1Az,
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et ensuite

&'xr = 2 tang+0 (x cos{ — zcosh) + tang 10 (cos hO”z — cosl Ay),
A"z = o2 tang+6 (¥ cos !’ — xcos &) + tang+ 6 (cos’D'y — cos h'a'x),
L'y = 2 tang 16 (z cosg — xcos!) + tang 10 (cos/A"z — cosg A"z),
A"y = o2 tang +0'(z cos g — xcosi’') + tang +6 (cos g’A'z — cosl’ &'z),
4'z = 2 tang L0 (x cosh — vcosg) + tang £8 (cosgA”y — cosh A"x),
A"z = 2 tang + & (x cos ' — v cosg’) + tang+ 6/ (cos h'A'x — cosg'Aly);

d’ou I'on déduit les valeurs suivantes pour les variations partielles a'x,
A'x, Ay, A"y, 82,47z,

A 2 tang 46 (x cos ! — z cos ) + 2 tang ;- ftang § 6'[x cos v — cos g’ (x cos g+ v cos ko + zcosl)]
T =
1 — tang 16 tang+ 6’ cose

Arp 20208 +0(xcos '~z cosh') + 2tang ¢ Btang B’[xcosu—cosg(xcosg’—{—vcosh’+zcosl')]
=
1 — tang ;6 tang; ¢’ cos v

et semblablement pour les autres, ¢ représentant I'angle des deux axes
de rotation [*]; de ces expressions on forme par I’addition les variations
complétes ax, oy, Az, et par la comparaison des termés avec leurs ex-
pressions en fonction des éléments cherchés @, G, H, L, on arrive aux
relations suivantes :

tang - 6.cos ¢ + tang 6" cos g’ + tang ¢ 6 tang 0’ (cos A cos I’ — cos { cos &’ )

tang 3O cosG = 1 — tang ;6 tang 4 6/ cos v ’

tang +8 cosh + tang ;0 cos A’ + tang+ 6 tang 10’ (cos! cos g’ — cos g cos i)
1 — tang + 0 tang 1 #’ cose ’

tang @ cos H =

tang 5 6 cos/ 4 tang ;6 cosl’ 4 tang Omng;O’(cosgcoslz—coshcosg,
1 — tang + 0 tang +-6' cos ¢

tang%@ cos L =

d’ou Pon tire enfin, pour la valeur de la rotation résultante,
cos+® = cos £ cost§’ — sin LB sinLh cosv,
et pour les inclinaisons de I'axe résultant

sin+ © cos G = sin + 6 cos 16’ cos g + sin4 6 cos+ 6 cos g'+ siny 6 sin 5 6 (cos 4 cos I'— cos I cos '),
sin+ ©cos H —sinLocos+0’ cosh + sin18 cost % cos A+ sin 1§ sin {9’ (cos/ cos g'— cos g cos !'),

sin+ @ cosL = sin L6 cos+ 6’ cos! -+ sin+ 9 cos+ 4 cos?’ 4 sin 6 sing 6’ (cos g cosh’— coshcosg’)

[*] On a cosv = cosg cos g’ 4+ cos hcosk’ + coslcos!’.
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Onremarque d’abord dansces formulesquel’ordredesuccession des rota-
tions §. §” est indifférent pour I'amplitude de la rotation résultante,
mais qu’il ne Uest pas pour la direction de ’axe de cette rotation, car
la transposition des éléments 6’, ghl, g k' I, qui n’altére pas la valeur
de la rotation, altére celle des cosinus des angles de son axe en chan-
geant le signe des termes du second ordre par rapport i ces rotations,
dans Iexpression des cosinus, 4 moins que ces termes ne disparaissent
pour des valeurs infiniment petites de 8, §’.

Ensuite, I'expression de cos£® convient bien 4 I'angle d’un triangle
sphérique dont I'arc opposé serait égal 4 » et les deux autres angles a
18, £8’. Pour préciser davantage la position de I'axe résultant par rap-
port aux axes composants, supposons, ce qui est toujours possible,

cosl=cosl'=o0, coshk=o, cosg=1, cosg’ = cosv, cosh’=siny,

on aura
sinf® cos G = sin!f costf +sinih cosifcosy,
siny®cos H = sind §cos L fsinv,
sin f@cos I. = sin 40 sini§sinp.

Dans le cas du changement de Vordre des rotations, le signe de cos 1.
devient négatif, et c’est la seule altération que ce changement produise
dans ces formules, d’ot 'on voit que le nouvel axe résultant de ce
changement dans I'ordre des rotations est placé, relativement au plan
des deux axes donnés, dans une position symétrigue de celle du pre-
mier,

SiI’on désigne par H' ’angle formé par I’axe résultant avec 'axe de
la rotation §’, on aura

sin + 0’ cos +0 + sin $0 cos L6’ cos v
sin + © ?

cos H' = cosH cos &' + cos G cos g’ —

on a d’ailleurs

=sin30sin? + (sin4 0’ cos 0 + sin} 0 cos4 I’ cosv):

Sinz%e 3 167y 3 1 i 4 3 Iel ! \,’
=sin?}6sin >y + (sin{ 6 cos 8’ + sin L6/ cos ¢ cose )

Toeme V. — Noveusre 1840. 52
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et par conséquent,

sin21¢ sin?v
q L
sin?+®

sin? 1 6sin?v

’ sin*H’' = -
sin?; @

sin*G = ,
équations qui établissent la proportionnalité des sinus des demi-rota-
tions & ceux des angles formés par I'axe résultant avec les axes compo-
sés inversement correspondants, et qui conduisent ainsi a la construc-
fion que nous avons indiquée d’abord pour la composition des
rotations.

Les termes du second ordre relatifs aux rotations rendent trés compli-
quées les formules que I'on obtiendrait en suivant une marche analogue
pour la composition des rotations autour d’un nombre quelconque

d’axes convergents; nous ne nous y arréterons donc pas.

De la composition analytique des rotations autour d’axes non
convergents.

20. Quant 4 la composition de rotations autour d’axes non conver-
gents, et généralement i celle des déplacements quelconques succes-
sivement donnés d’un systéme solide par des variations telles que a'x,
A"x, A"x, etc., dont la forme analytique est connue, on aura généra-
lement

OAr = Az 4+ Az 4+ Az +~ ..= A + 2 tang +© (v cosL — zcosH),
Ay = Oy + Ay +- A" +...= B + 2 tang;© (zcosG — xcosL),
Dz = Az + Az 4+ A2 +~...= T ~+ 2 tang+® (x cos H — vcosG).

Les constantes A, B, T,... se trouvent déterminées en fonction de cons-
tantes analogues A’, B, I, A”, B, I/, . . propres a chacun des dépla-
cements consécutifs & composer, et des autres éléments de ces déplace-
ments. Mais il est évident que les éléments ®, G, H, L, de la rotation
définitive ne seront fonctions que des éléments rotatifs de ces déplace-
ments, ainsi que nous I'avons vu d’abord, par des considérations géo-
métriques. Prenons pour exemple de calcul la composition des rota-
tions autour de deux axes fixes non convergents, I'un confondu avec
’axe des x et 'autre normal i I'axe des z et coupant cet axe 4 une dis-
tance de I'origine égale & u; désignons toujours parv 'angle de ces deux
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axes de rotation, par @, 4’, les amplitudes des rotations respectives. On
aura d’abord, pour I'amplitude de la rotation et la direction de I'axe
résultant, les valeurs données ci-dessus, et soit pour compléter les
variations des coordonnées, soit pour fixer la position de I'axe central,
il n’y aura plus qu’a calculer les variations de 'origine des coordonnées
2. €, 9. Or celles qui proviennent de la premiére rotation autour de
I'axe des o sont nulles; il suffit donc de calculer celles qui proviennent
de la rotation 8, pour laquelle on a généralement

Ax = a 4 o2 tangt 8’ [(y" — L€)cosl — (z' — §y)cosk’|,
" o

Ay = € 4 2 tanglif (2" — L9y)cosg — (x" — &a)cosl|,

a4z = 5 4 o tangi B [(x" — Lfa)cosh’ — (v — L6)cosg'ls

ces variations doivent étre nulles pour tous les points de Paxe de la vo-
tation 6/, pour lequel on a

!

cosl’=o0, cosh'=sinv, cosg =cosy, v'=x"tange, 2" =i

Il enrésulte pour @, €, 7, les valeurs suivantes, qu’on déduirait facile-
ment par la construction méme,

2 =usinesin®’, € = — usinosing’, 7 =a2usin>L§".
d’ou on tire pour la valenr T de la translation absolue résultant des
deux rotations autour des deux axes fixes non convergents,

at . 30 er 1 !

2usiny st fsinsf

T:czcosG—-l—C’cosH—(--'y(-osI..:—,--———ful—‘j r == ucosl.,
S+ O

conformément aux théoremes du n° §3.

Ainsi I'axe résultant et les deux axes divergents donnés approchent
d’antant plus d'étre paralléles & un méme plan, que la distance qu
sépare les deux derniers est plus grande par rapport a la translation
absolue du déplacement composé.

Les équations de 'axe central s’obtiennent. en substituant pour « . 6.
¥, ©, G, H, L, leurs valeurs donmées eci-dessus dans les équation-

5u.
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générales

r-ta-yoot1O(EcosL-ycosH)  y—C-1cot 3O (y cos G-« cos L) 2+ v-3 ¢ot 3 © (« cos H-C cos G’
cos G cos H cos L,

Dans le cas des rotations infiniment petites ces formules se simpli-
tient beaucoup, et il se trouve que I'axe central est parallele au plan
des deux axes composants et rencontre leur plus courte distance. On a
effectivement dans cette hypothése, en négligeant les infiniment petits
du second ordre ,

6 -+ & cose 47 sin2o 66 sinv

cos H = os L = 207
) ’ e ' ¢ L 20 ?

cos G =

© =40 +8”4 204 cosv,

. . 16 60sin v
@ = uf’ sinv, 6= —usinf cosv, 3 =0, T=" 220800
e

et pour équations de I’axe central,

x 6 sin o ub’(6’+9cosu)
_7‘ = ", Z = —_—
0 4 6’ cosv (<]

(,f'omposition des rotations successives autour de trois axes
rectangulaires.

24. Nous terminerons ce sujet en donnant les formules suivantes
pour la composition de trois relations successives 8, §, §, autour des
trois axes coordonnés des x, 7, z; les éléments de la rotation composée
®, G, H, L, sont ainsi exprimés :

cos 3@ = cos { fcos$ B’ cosi ' — sin L fsindf sinlif,

G 1 — cos 9’ cos6” sin ?H 1— cos# cos 6" +-sin 6 sin§’ sin 6”
T = —m——— =

o, = ! cos4 cos 6’
2sin*le ? 2sin*te -

, s —_—
28IN%.0

sin ? .
Ces formules ne deviennent symétriques, par rapport i chaque axe
coordonné, que lorsque les rotations étant infiniment petites, le terme

sin 8 sin §” sin §” s’évanouit dans sin *H, hypothése qui rend d’ailleurs
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Vordre de ces rotations indifférent et pour laquelle on trouve , suivant
la loi de composition des rotations infiniment petites,

0/
, cosH:G, cos. =",

O a
0

@2 — 02 -+ 612+ 6//2, COSG —

Le probléme inverse de celui que nous venons de résoudre et qui au-
rait pour objet, étant donnée une rotation finie et son axe, de la décom-
poser en trois rotations autour des axes coordonnés, reviendrait i tirer
des équations ci-dessus les valeurs de §, §’, 8”, en fonction des éléments
donnés ®, G, H, L, opération inextricable pour des rotations finies et
d’ane entiere simplicité pour les rotations infiniment petites.

De la composition des déplacements infiniment petits successifs
d’un systéme solide.

22. Nous allons maintenant considérer directement et avec une
étendue spéciale, les lois de la composition et de la décomposition des
déplacements infiniment petits successifs , tirées de I'expression analy-
tique des variations infiniment petites des coordonnées d’un systéme
solide.

Ces variations sont généralement exprimées de la maniére suivante

dv=a+py —unz, Sy=6+4mz— px, Jz =9y -+ nx —my,

en fonctions linéaires des éléments infiniment petits du déplacement,
€, 3, m, n, p; il en résulte que les variations provenant de plusieurs
déplacements successifs infiniment petits se composent par I’addition
des variations qui seraient dues séparément a chacun de ces déplace-
ments successifs, rapporté a la situation premiére du systeme. Les ¢/é-
ments du déplacement composé ou définitif se forment parla somme des
éléments analognes des déplacements partiels.

C'est ainsi que la différentielle compléte d’une fonction de plusieurs
variables se forme par I'addition des différentielles partielles relatives A
chacune de ces variables, différentielles partielles qu’il est indifférent
de prendre sur la fonction primitive méme, ou sur cette fonction aug-
mentée successivement par les accroissements infiniment petits de cha-



Y JOURNAL DE MATHEMATIQUES

cune de ses variables, puisqu’on néglige les infiniment petits du second
ordre.

Si donc on désigne par a’, €, 3/, m’, n/, p'sa’, g, ¥y, n'y pl,
a”, €",9", m", n", p’, etc., les éléments des déplacements successifs
«que 'on doit composer, et pour chacun desquels, considéré sépare-
ment, on aura

' x=a+py—nz, §'y=6+mz—pux, §dz=9 +nx—my,

g x=u"4+p'y—n'z, 4"y =€C"+m'z— P, §'z=9"4+n"ax— m'y,
ele.,

les éléments du déplacement définitif du systeme, représentés par A.
B, C, M, N, P, seront respectivement les sommes des éléments partiels

donnés; on aura
A=z 4a" +e" = 2«, B=7325, C=2y, M=2m, N=xn, P=3p,

et pour expressions définitives des variations des coordonnées du sys-
teme
dx=A+Py — Mz=A—+ ©(ycosL — zcos H),
dy=B4+Mz—Px =B+ ®(zcosC —axcosL),
C+4 Nx— My = C+ ©{xcos H— ycosG),

A
3
Il

en introduisant {a rotation et les inclinaisons de son axe; et recipro-
quement, on pourra considérer tout déplacement donné et infiniment
petit d’un systeme solide, dont les éléments seraient A, B, C, M, N, P,
comme le résultat de déplacements successifs dont les éléments a', €,
3’y m’, n', p, etc., ne sauraient étre assujétis qu'a la condition d’étre
égaux, en somme, aux ¢léments respectivement donnés A, B, C, M, N,
P, Pordre de succession de ces dépiacements étant d’ailleurs tout-a-fait
arbitraire ; et par cons¢quent il devient évident que la rotation 4, dont
les composantes relatives aux axes coordonnés sont égales respective-
ment & m, r, p, résulte des rotations successives m, n, p, comme la
translation ¢, parallele a2 axe de rotation, peut aussi étre considérée
comme résultant de trois translations successives t cos g, tcos h, t cos L,
paraliéles aux axes coordonnés.
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23. Ces rotations successives n, n, p, sont désignées en mdcanique
sous le nom de rotations élementaires, et considérées comme simulta-
nées dans le passage des lois géométriques aux lois mécaniques du dépla-
cement des corps, bien que la géométric n’en puisse rendre compte
qu’en les supposant successives; car il est évident que le systeme, en
tournant autour de Paxe, dont la rotation est § et les angles avec les
axes coordonnés g, ki, ¢, n’accomplit pas en méme temps les trois rota-
tions m, n, p, autour de ces axes coordonnés, ce qui impliquerait
(uatre axes de rotation au lieu d’un seul ( Mécanique analytique,t. 1,
page 52). Nous touchons ici un point fondamental de la philosophie
des mathématiques, celui qui sépare la géométrie de la mécanique, et
dont ce Mémoire a pour objet de constater toute I'importance.

La rotation § résulte de la composition successive des rotations fcosg,
§ cos h, Bcos !, parce que la variation due a cette rotation § est pour
chaque axe coordonné la somme des variations qui seraient dues sépa-
rément a chacune de ces rotations élémentaires. En effet, si le systéme
ne tournait qu’autour de Paxe des o avec une rotation f cos g, on aurait
pour ce déplacement,

d'x =0, &'y=~0zcosg, &'z= —8)cosg;

s’il ne tournait au contraire qu'autour de 'axe des y avec une rotation
§ cos , on aurait pour le second déplacement,

&ax="Hfzcosh, 4y =0, 4z2=~0zcosh;

et enfin la rotation 8 cos { autour de P'axe des z, considérée comme
étant la seule, donnerait

e =18ycosl, 4"y = —8xcosl, 4"z=o.

[.a somme de ces variations composées relatives & chaque axe donnera
donc pour le déplacement composé, effectué définitivement par la ro-
tation § autour de I'axe (g, %, ), les expressions suivantes :

dr==6(ycos{—zcosh), dy=0(zcosg— xcosl), dz="h(xcosh—y cos g).

24. Revenons a la composition des déplacements ou des variations
quelconques successivement donnés pour un méme systéme. Les for-
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mules des variations peuvent s’écrire ainsi, conformément au n° i5,

dx=+8(ycosl— zcosh) =1 cosg+ Bucosa,
dy =€ +'(zcosg—axcosl) =t cosh+ fucosu,
dz =5 4 B(xcosh—ycosg) =1 cosl + Bucost,

dans lesquelles « désigne la distance du point (, y, z) a I'axe central
du déplacement, ¢, 1, L, les angles formés avec les axes coordonnés
par Ia direction de I'arc infiniment petit 8, décrit en rotation au-
tour de cet axe central.

On aura généralement pour expression du déplacement relatif & une
direction quelconques, faisant avec les axes coordonnés les anglesa, b, ¢,

ds = tcos(t,s) + bucos(tu,s),

en désignant par cos (¢, ), cos (§u, s), les cosinus des angles de cette
(hre(,tmn avec I’axe central et avec 'arc de la rotation infiniment pet1te9

Mais deux droites étant données dans I’ espace, on sait que la distance
d'un point de I'une 4 Yautre est réciproque au sinus de I’angle formé
par la premiere avec le plan qui contient la seconde et le point consi-
déré, ou, ce qui revient au méme, que le produit de ce sinus et de cette
distance est constamment égal au produit de la plus courte distance
de ces droites par le sinus de leur inclinaison. Si donc on appelle D la
distance de I'axe central 4 la droite qui serait menée par le point du sys-
teme que I'on considére dans la direction s, et par ¢ I'angle de cette
direction et de I’axe, on aura

1cos(Qu,s) =Dsiny et ds=1rcosv+ Dfsiny.

¢ cos v est le moment de la translation du systeme relatif 4 1a direction s;
D fsin v est celui de la rotation du systeme relatif la méme direction [*].

Si maintenant on considére les déplacements successifs du systéme
autour d’axes centraux dont les éléments seraient ¢, ¢/, ¢”, 8, §’, ¥,

[*] Ce moment est aussi 1a mesure de toute translation qui serait effectuée par un point
quelconque de J’axe central sur cet axe méme, et d'une étendue égale au produit de la
rotation 6 par la distance de ce point a la droite s, cette translation étant estimée ou pro-
jetée orthogonalement A cette droite s, cest-d-dire sur une droite menée par le point
considéré normalement au plan qui contient ce point et cette droite.
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gk, gk, U, g B, U, etc., et qu'on désigne par J'S le déplace-
ment composé et résultant d'un point du systéme relatif 4 cette méme

direction s et par T, ®, G, H, L, les éléments de I’axe central résul-
tant, on aura

&S = Ztcosv 4+ =EDfsine = TcosV + OPsinV,

B désignant la distance de 1'axe résultant a la droite s, menée par le
point (x, 7, z).

Cette équation, a cause des indéterminées @, b, c, qu’elle renferme
et parce qu’elle doit avoir lieu pour tous les points du systéme, équi-
vaut aux six équations suivantes qui donnent la position de I'axe cen-
tral du déplacement, la translation et la rotation résultantes,

2a — T cosG 4+ @y cosL '— @z cosH = o,
S6 — T cosH + Oz cosG — Ox cosL = o,
2y — TcosL + ©x cosH — Oy cosG = o,
®cosG = =fcosg, @cosH = Zfcosk, OcosL = =fcosk,

desquelles on tire
T = cos GZa + cos HEE + cosLZy,

X, Y, z désignant les coordonnées d’un point quelconque de I’axe cen-
tral résultant; car on a

dS = cosa=dx + cosb=dy + coscZd'z,
cosV = cosacosG 4+ cosbcosH + cosccosL,

B sin V = cos a[(y — ¥) cos L — (z — z) cosH]+ cos b [(z—z) cos G — (x — x) cos L]
+ cosc [(z—x) cos H— (y —¥) cos G].

On pourrait rigoureusement ne considérer que des rotations dans
cette analyse, puisque les translations ¢, ¢/, peuvent toujours étre re-
présentées par des couples de rotations, et poser simplement

&8 =TcosV+ OBPsinV = ZfDsinv.
Tome V. — NovewseEe 18j0. 53
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Pour transformer une translation ¢ suivant la direction g, %, [, en
un couple de rotations, il faut résoudre les trois équations suivantes :

tcosg=ut, cos6, + u,0,c086,= 0;[(y—¥)cos!, — (z —z)cos k]
+ 6, [(y—¥)cosl,— (2 — 2') cos b, ],

tcosh—u6,cosn, + u,0,cosn, =6,[(z—2)cos g, — (r—x) cos /; ]
+ 6,[(z —7')cos g, — (x —x') cos}, ],

tcosl — u, 0, COSL, + Uy 8, co8 L, = &, [(x—x) cos h, — (y—¥ ) cos g1]
+ 6, [(x —x")cos k, — (y—x')cos g],

dans lesquelles x, ¥, z, X/, ¥, Z/, etc., représentent les coordonnées des
axes de rotations, etg, , A, ,, g3, ks, Ly, leurs inclinaisons. Ces équa-
tions doivent étre satisfaites indépendamment des variables x, y, z, et
donnent ainsi les six équations suivantes :

0, cosg,—+ 0, cosgs =0, 8, cosh,+ B, cosh,=o, 8,cosl,+8, cosl,=o,
tcosg = (zcosh, —vcosl)B, + (z’ cosh, — v cosly)b,,
tcosh=(xcosl, —z cosg,)f, + (x' cosl, — z'cosg,)b,,
tcosl = (vcosg, —xcosh)f, 4+ (x' cosg, — ¥’ cos k) b,

d’ou l'on tire

9, = —40,, cosg,=cosg,, coshk, =cosh,, cosl, =cosl,,
tcosg =8,[(z —2")cosl, — (v — ¥')cos ;] etc.,

équations qui conviennent exclusivement a4 deux axes de rotation pa-
ralléles dans un plan normal i ¢, la distance de ces deux axes étant

égale au quotient ai= Revenons a V'équation
S =TecosV+4+OPsinV==20Dsiny,

il en résulte que, relativement a une direction quelconque s, la com-
position des rotations 8, §’, &, autour d’axes fixes, se résout en une
rotation ®, et en une translation ou couple de rotations dont le mo-
ment T cos V est égal a I'excédant de la somme des moments de ces
rotations partielles, sur le moment résultant de la rotation composée,
ces moments estimés relativement 4 un méme point.
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Pour un point quelconque coparé a lorigine des coordonnées, on

aura
48 — JS, = 26D singy — 3D, siny, = Osin V(D — D).

Ainsi donc, la différence des moments composés d’un systeme solide
assujéti a subir successivement des déplacements infiniment petits par
rapport 4 deux points de ce systéme, est égale 4 la somme des diffé-
rences des moments résultant pour ces deux points de chacune des
rotations successives du systéme, tous ces moments étant estimés rela-
tivement & une méme direction.

On sait que ces moments ne désignent rien autre que 'effez du dépla-
cement du systéme sur le point auquel ils sont rapportés; la translation
étant commune a tous les points ne peut, ni dans les déplacements
partiels, ni dans le déplacement composé, altérer leur situation relative.
Il était donc évident a priori que tout déplacement relatif, partiel oun
composé, d’'un point quelconque du systéme par rapport a un autre
point de ce systeme, ne pouvait dépendre que des rotations partielles
ou composées de ce systéme.

Conditions d’équilibre de plusieurs aéplacements successifs infiniment
q r aep
petits.

Y

24. Nous sommes conduits a rechercher & quelles conditions de-
vraient satisfaire les éléments des déplacements successifs indiqués
pour un systéeme solide, pour que ce systéme passant successivement
par les diverses situations infiniment voisines, correspondant a ces élé-
ments, revint 4 sa position primitive, ce qui constituerait un état dé-
finitif d’équilibre ou de neutralisation pour ces déplacements successifs.
Or il est évident que toutes les conditions dont il s’agit sont comprises
dans une seule équation décomposable en six autres, a cause des indé-
terminées qu’elle renferme, savoir :

dS = o,

puisque cette équation exprime que chaque point du systéme est revenu
2 sa position primitive. Les six équations renfermées dans I’équation gé-
53..
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nérale 4'S = o, sont
iz, Za o,
47 >4 0,
J\Zo = 27 = 0,
Sfcosg = o, Efcosk = o, Zfcosl = o,

|
I

I
I

en désignant par &'x,, dy,, 4%, les variations complétes des coor-
données de Vorigine; les trois premieres expriment 'immobilité de
Vorigine des coordonnées, et les trois autres qu'aucune rotation n’a
lieu définitivement dans le systéme déplacé : double condition qui exclut
la possibilité d’un déplacement définitif quelconque. Cette double con-
dition ressort immédiatement de la relation,

d$ = TcosV + ©PsinV = o,
relation qui ne peut étre satisfaite pour un point quelconque qu’autant
qu’on ait

T=o0, © =o.
Or ® = o implique forcément les trois équations suivantes ,
<29cosg=o, =0 cosh=o0, Zfcosli=o0,

et 'équation fondamentale (n° 15 ), appliquée a I'origine ,

dx? 4 Syt + Jzl = 8 + Pu,
lorsque la rotation est nulle avec la translation, donne les trois autres

. dxy, =0, &y, =0, Jz =o.

Ainsi donc, les conditions d’équilibre d’une suite de déplacements
successifs infiniment petits d’'un méme solide sont au nombre de six,
dont trois expriment que le déplacement du systéme n’admet aucune
translation et les trois autres excluent toute rotation.

Ces six équations d’équilibre sont amalytiquement comprises dans
une seule équation qui exprime de la maniére la plus simple la loi gé-
nérale de cet équilibre , savoir,

=D siny = o,
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qui exprime que le moment résultant pour un point quelconque du
systeme de I'addition de tous les moments produits en ce point par
les rotations et les translations ou couples de rotations successivement
imprimées ou subies par le systéme, soit nul par rapport 4 une direc-
tion quelconque. Mais I'équilibre de ces déplacements infiniment petits
successifs, toutes conditions restant égales, continuera d’avoir lieu,
quelque rapide que puisse étre supposée la succession de ces déplace-
ments : en passant aux limites, on arrive a I'identité des lois de Péqui-
libre des causes successives de déplacements infiniment petits avec celle
de Iéquilibre des causes simultanées de déplacements infiniment petits.
Ainsi donc I'équation
ZDsinV =o,

exprime la condition générale de I'immobilité d’un systéme invariable,
sollicité par des causes quelconques agissant simultanément 3 décrire
autour d’axes fixes donnés les rotations infiniment petites 8, &, etc.

Analogie de ces lois de composition et d’équilibre avec celles de la
composition et de Uéquilibre des forces appliquées a un systéme
invariable.

7

26. L'analogie de cette loi générale avec celle de équilibre des forces
appliquées & un systéme invariable est frappante. Les forces appliquées
suivant les axes des rotations et supposées proportionnelles a ces rota-
tions, le moment d’une force de ce systéme est identiquement propor-
tionnel & celui de la rotation correspondante, chaque translation est
remplacée par un couple de forces appliquées suivant les axes du cou-
ple de rotation équivalent 4 la translation ; mais I'analogie s’étend aux
lois de la composition comme a celles de I'équilibre et peut s’énoncer
ainsi : Un systéme de déplacements successifs étant donné 4 composer
en un déplacement définitif, et en méme temps un systéme de forces
proportionnelles aux rotations successives données pour chaque dépla-
cement et appliquées suivant les mémes axes que ces rotations, les
translations des déplacements successifs, si on ne les suppose pas im-
plicitement comprises dans les rotations au moyen de leur représentation
par des couples de rotations, étant alors représentées dans le systéme de
force considérés par des couples de forces dont les moments seraient
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égaux a ceux de ces translations, relativement aux trois axes coordon-
nés, le systéme de déplacements successifs aboutira 4 un déplacement
définitif composé d’une rotation et d’une translation absolue relatives a
Paxe central de rotation; de méme que le systéme de forces se résou-
dra par la composition successive de ses éléments en une seule force et
4 un seul couple de forces si‘ué dans un plan normal a la force résul-
tante. Cette force résultante sera appliquée a I'axe central du déplace-
ment définitif, lequel sera en méme temps I'axe central du systeme
statique; elle sera proportionnelle a la rotation résultante, et le mo-
ment du couple normal i cette force sera proportionnel 2 la translation
absolue du systéme qui s’opére parallélement i I’axe central. Lorsque
les axes des rotations 4 composer sont tous paralléles et passent par
. des points déterminés, 'axe central résultant leur est aussi parailele et
passe par un certain point qui correspond au centre des forces paral-
leles, toujours le méme, quelle que soit la direction des axes de ro-
tation, et qui n’est autre que le centre de gravité des points déterminés
sur les axes de rotation composants lorsque toutes les rotations sont
égales [*].

En effet, les équations de I'axe central résultant de la composition
des axes fixes de rotation, se réduisent dans ce cas a

=y

vcosl —zcosh+ = =o xcosh —vcosg+ =z =o
=6 ’ =0 ’

et 'on a

T=o0, ©=30=Xa=3§(Zcosh — Ycosl), etc.,
X, Y, Z, désignant les coordonnées de I'axe de la rotation f, I'axe
résultant passe donc par le point dont les coordonnées sont

36X _zoY =z
=% T =3 PT

[*] Et comme toute succession de rotations infiniment petites en nombre quelconque
effectuées par un solide autour d’axes fixes différents se réduit d’une infinité de ma-
niéres i deux rotations conjuguées, de méme tout systéme de forces appliquées  un so-
lide peut étre représenté d’une infinité de maniéres par deux forces conjuguées, dont le
produit multiplié par la distance qui les sépare et par le sinus de leur direction est
constant. :
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De la détermination des variations des coordonnées d’un systéeme
solide dues a un déplacement quelconque de ce systéme , analytique-
ment déduites des conditions de Uinvariabilité de ce systéme.

27. La considération du déplacement des axes coordonnés Supposés
lies invariablement au systéme déplacé, condunit immédiatement a
Pexpression algébrique des variations des coordonnées de ce systeme, et
il ne s’agit plus que de réduire au moindre nombre les constantes ar-
bitraires qui se présentent dans le calcul, ainsi qu’on va le voir.

En effet, si 'on désigne par a, 4, ¢, a’, b, ¢y a’, b, ¢, les cosinus
des angles que forment avec leurs directions primitives les axes coor-
donnés déplacés avec le systeme, les coordonnées x + Ax, y + Ay,
z+ Az, d’un point du systéme aprés son déplacement , rapportées a la
situation premiére des axes coordonnés, s’exprimeront en fonction des
coordonnées de ce méme point déplacé, rapportées aux axes déplacés
et qui seront les mémes que _elles du point considéré dans la premiere
position, rapportées aux premiers axes suivant les formules connues
pour la transformation des coordonnées rectangulaires; on aura donc
les trois équations suivantes :

X+ Ar=a+4+ax + by + cz,
Y+ Ay =6+ ax+ by + ¢z,
zZ 4+ Az =9 4+ a’x + by + 'z,

au moyen desquelles Ax, Ay, Az, se trouvent généralement expri-
mées , quel que soit le déplacement du solide, en fonction linéaire des
coordonnées x, y, z, comprenant douze coefficients arbitraires qui
réellement se réduisent A six constantes, car les trois premieres a, €, 9,
expriment la variation des coordonnées de I’origine, et les trois autres,
a, b’, ¢’, au moyen desquelles on élimine les six autres cosinus par les
formules de Monge, définissent le changement de direction dans Ves-
pace des axes coordonnés primitifs.

Mais la réduction de ces douze constantes a six peut s'opérer plus
simplement encore, sans ’emploi des formules de Monge, compliquées
de radicaux, et par une voie qui, relativement aux variables a. e 2
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conduit aux expressions analytiques les moins compliquées pour ax,
Ay, Az. En eéffet, introduisons dans les équations ci-dessus les coordon-
nées x, Y, z, du milien de la droite qui joint les deux situations corres-
pondantes du point x, y, z, en sorte qu’on ait

X =X — jAx, y =Y — fay, z =12z — iaz;

puis pour réunir ces trois équations en une seule, multiplions-les suc-
cessivement par trois facteurs indéterminés u«, v, 7, et additionnons-
les, nous aurons i considérer I'équation unique

TAzr(au—+a'v+a"x +-p)++ Dy (bu—t-b'y+ b'm +3)+ LB z(cp ¢’y +"m +x)
= apeCr yw +(ap +-a’s +a"w —p) X—+(bp—tb"r+b"x—r) ¥ +cp~t-c'v +¢"m—7)z,

Pour déterminer ax, il faut, dans cette équation, donner a u, r, 7,
des valeurs qui annullent les coefficients de & y, Az, c’est-a-dire poser

bu + b'v + b7 +r =0, cu+cv4+c'wm4+7T=o0,

N

d’oti I'on tire
pu=04+bYa+c")—c'b, v=a'—b(1+4c"), w=bc'—c(1+b").

Or entre les neuf cosinus a, a’, a’, b, ¥, b", ¢, c’, c", il existe, comme
on le sait, les relations suivantes :

a=25bc¢c —<c'b, a =cb — be'y a' = bc' — cb,
b= ca —ac, b =ac’ —ca’, b = ca — ac,
c=c'b — bc¢y ¢ =ba — abl, ¢ = ab' — ba,

lesquelles se déduisent de ces six autres :

a’+a”+a”’=l, b’+b"+b"’=l, 02+C'2 +C"2=O,
ab+a'b' +a'b'=o0, ac+a'+a'c' =0, betb'c'+ b =o,

qui expriment que les axes- primitifs et les axes nouveaux sont rectangu-
laires. L’ambiguité des signes qui se présente dans la déduction dont il
s’agit, est résolue par cette autre condition tout-a-fait nécessaire, dans
la considération du déplacement d’un systéme solide, savoir : que le
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systéme des nouveaux axes coordonnés provenant lui-méme du dépla-
cement du systéme des premiers axes, reste toujours avec le premier

dans des conditions de superposition possible pour chaque axe respectif
et son correspondant. '

Cela posé, il est clair qu'au moyen des relations ci-dessus on a
m=14+a+b +c¢, y=a —b, w=a —c,
d’ou Pon tire
au +ar 4+ a'r =1 +a+ b + ¢ = pu,
ce qui donne

ax — a = 21 —a")—(—1r)(@ —0))

1 +a—+ b4 ¢ ’
on aura semblablement,
_ 22— g3}’ = ") — (x—La) (b — @)
Af_c_ l-{-a—f—b’—{—c” ’
4z — 9 = 2[(x — 4a) (8" — ) — (v — 6) (c' — b))

1+a—+ 6" 4" ’

formules identiques i celles du n° 15, en posant

— _2('=¥) . — 2@ —e = 20—a)
m = ita+-b ¢’ n= 1+a+b'+¢"? P= I+a+b 4"’

28. Dans le cas des déplacements infiniment petits on a directement ,
en négligeant les déplacements angulaires du second ordre

a =1, b = 1, ¢ =1,
ce qui donne
J‘.r:a.-}-b_y—}—cz, J‘j=€+a’x+c'z~, J\z=7+a”x+b”;

et comme a cause de Iinvariabilit¢ de la distance d’un point quel-
conque a 'origine entrainée dans le déplacement du systéme, on a

x(dx —a) + y(dy —6) + z2(dz —2) = o,

Tome V— Novexsre 184o. 54
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quelles que soient x, y, z, il existera nécessairement entre les cosinus
infiniment petits du premier ordre b, c, a’, ¢’, a’, ¥, les relations
suivantes

b+ a = o, c + a = o, ¢+ b = o,
on aura donc finalement
dx =a+pyr —nz, Jdy=6-4mz— px, J‘z:y;pnx—mj,
en posant
m=c¢ == n=a=—¢, p=b=—a.

29. Mais il est intéressant de parvenir & ces mémes formules des
variations finies ou infiniment petites des coordonnées d’un systéme so-
lide par une voie purement algébrique, indépendante de toute consi-
dération géométrique, en partant de Pexpression algorithmique des
conditions du probléme, c’est-a-dire de I'invariabilité des distances des
points de ce solide.

Soient donc

Loy Lyy Ly I, Yos Yis Yas T Zoy 245 239 %,

les coordonnées de quatre points invariablement liés entre eux et faisant
partie du systeme que I'on considére, les troi$ premiers spécialement
choisis pour y rapporter tous les autres; les distances de ces quatre
points devant rester constantes, quelles que soient les variations de
leurs coordonnées, par suite d’'un déplacement quelconque du systéeme,
cette condition exprimée algorithmiquement donnera entre les varia-
tions de ces douze coordonnées, les six équations suivantes :

(#1422 - Zo= Ao 4 (¥ 1~ 39 3= Fom8Y o)+ (Bc+ 3Bu B0 AZo)*= (T3 L)+ (F = o)+ (2~ 20)",
(T2 823 Zo=3L0 A (¥ st BY 2= Yo=Y o)+ (22 ABa= B0~ A%o)*== (@3 - Lo+ (¥1- Y o)*+ (32— %0)%
(T2 ALs-2 -2 P (Fa b AYa= Y i=BY s Pt (82t A8,-2,- 83, )= (Zs- 2. )+ ( 2=y P+ (2.2, )%,
(& 432 ~Z=3Zo)+ (¥ +8Y = Yo~bY o) +(2 + 88 ~Zp= AZeJ'==(Z - 2o+ (¥ - T o+ (2 - %),
(¢ +8x -2,-82.) 4 (¥ +AY - y1-87,)+ (2 + 82 -3, Az, P= (2 2.+ (y ~7.)*+ (5 -2.)"
(% 42 ~2,-AL, ) (y 42y ~ 728+ (2 + A2 -2,- A5, = (7 -2,)*+ (7 -r.)'+ (5 -2,)"
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Ces six équations serviront a déterminer ax, Ay, Az, en fonction des
variations des coordonnées des trois premiers points qui devront se
réduire & six constantes par suite des trois équations qui les lient entre
elles.

11 s’agit de résoudre effectivement ces six équations, qui, bien que du
second degré par rapport aux variations Ax, Ay, Az, deviennent li-
néaires lorsqu’au lieu des variables x, ¥, z, on introduit celles-ci :

X = & 4+ $Ax, Y=y 4+ $8y, z =z -+ }az,

et de méme pour les autres points: le systeme des six équations ci-dessus
peut dés lors s’écrire ainsi :

(x — xo) (B — Brs) + (¥ — v5) (By — Bys) + (5= 2) (B2 — Bayi = v,
(X — Xo) (D2, — Bzo) + (XY — ¥o) (A1 — Oyo) + (2— 2o) (Dz, — Dz,)

+ (Az — Do) (X — Xo) + {&y — Byo) (Y1 — Yo) 4 (B2 — Az,) (2, — 2} = o,
(X — Xo) (D, — D) + (¥ — ¥o) (B, — By,) + (2— 2o) {Dz, — Da,)

+ (Bz — Azo) (x5 — &)+ (Oy — DBY,) (Y2 — Yo! + (D2 — A.,.,)(L2 —2,) = ©

(Rem x0) (s — D) + (31— 2) (B2 — B) + (1 22) (B2 — Bag) = o,
(X— Xo) (Az, — Bx,) + (¥a— Yo) (Bys — Dyy) + (2,—2,) (DBz, — Dz,) = o,
,(X, Xo) (A‘Z‘ A-zo) -+ (Yx_ Yo) (A_) 2 A}'o) -+ Lx_ zo lAZz — Az}

- (Dxry— Do) (X, — Xo) 4+ (By i— Byo) (Ya— Yo) + {Bz,— Do) (2,— 2" = 0.

En multipliant ces six équations successivement par les facteurs indé-
terminés u?, ur, uw, v*, w*, v7, et en les ajoutant, on forme I'équa-
tion complexe suivante, qui comprend le systeme des six premieres :

{ge{X = Xo) ¥ (Xi— Xo) 7 (X, — Xo)} [# (D — Dry) = vilhz, — Dz, + w{ba,—Day);
+ [ (x—o) + 5 (X1—¥o)+ m(¥s—¥o)][ g6 (Dy — Ly} + v (B, —~ DBy o)+ w (B, — Lo} - =
[ pefr = 20)+ v (2 — 20) + w(2a—20)) [0 (D2 — D2 ) + v (D2, — Dz, + w( Dz, — Nz, 1 }

En choisissant %, v, 7, convenablement, on réduit successivement
cette équation 2 ne contenir que AX, 8y, Az, et on en déduit les va-
leurs de ces variations de la maniere la plus simple. En effet. posons

p(¥ — ¥o) - v (¥, — ¥, - w, — ¥, = o.

wlz —z,) + »{2, — 2,0 + #(z, — 2| == o

g
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I'équation générale se réduit a

[k (XXo)+ (X —Xo) A (X2 — )] [ (DA o) 3 (A A0 )t{ Dy — D) =0 .
Or le premier facteur de ce produit ne peut étre nul sans que le second

le soit également, ainsi que nous le démontrerons ci-aprés; on aura
donc simultanément

u(Bdr— Dx)) + v (Axy,— ADz,) + w (Dz, — Az,) = o,
k(Y — %) + 71 (4 — %) + % (z, — Zo)
w(z — 2) (2 — %) +~=% (2. —z) = o,

l
-]

équations qui se transforment évidemment en’ celles-ci :

Dx, — Az, =p(¥, — %) — n(2: — zo),
Dr, — Az, :p(Y. — Yo) — ﬂ(za - zo),
Qr — BDr, = p(x, — X)) — 2z — 2,),

n et p étant deux constantes liées aux variations des trois premiers
points par les deux premiéres de ces trois équations.
La méme analyse donnerait ,

Ay — Dyo=m'(z — 2,) — p'(x — x5},
Bz — Dz = 7' (x —X) — m (x — ¥o);

et comme on a
(X —xo) (Br — Bxo) + (v — 1) (By — Byo) + (2—20) (A2 — Lz) = o,

il Sensuit que m =m’, n’ = n, p' = P> et qu’on a enfin les formules
générales suivantes

Ar — A 4+ py — m2,
Dy = B 4+ mz — px,
Oz = T 4+ nx — my,

ou les six constantes A, B, T, m, n, p; sont fonctions des variations
A-l'o, AZ‘,, A-T:, A_)’o, AJ'I’ AJ‘-, Azox Lz, Az,

30. Mais il reste 2 prouver ce que nous avons avancé, que le
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facteur 1 (x— x,) + v (x, — x,) + 7 (x, — X,) ne peut étre nul dans la
0 1 0 2 0 P
question qui nous occupe, sans que le second facteur

€ (Br — Azy) + 1 (Ax, — Daz,) + = (D, — Dz,)

ne le soit également. En effet , les trois équations simultanées

;&(X — Xo) -+ V(xx - Xo) -+ W(X: —_ Xo) = 0,
(¥ — Y] +r(¥e — ¥) + (¥, — ¥,) = o,

#(z — 2) + v (2, — 2) + x(2, — 2,) = o,

donneraient par I’élimination des facteurs u, v, 7, une équation finale
entre les coordonnées x,, X, , X3, X, Yo, ¥y, Ya, ¥y Zoy Zy s Zgy Z, expri-
mant que les milieux des droites parcourues par les quatre points que
nous considérons sont dans un méme plan; mais cette condition singu-
liére ne peut étre remplie qu’autant que ces quatre points eux-mémes
sont dans un méme plan, ou qu’autant que les pyramides formées par
ces quatre points, dans leurs premiéres et leurs secondes positions , se-
raient symétriques au lieu d’étre identiques ou superposables. Cette
seconde hypothése n’est pas admissible dans le probléme qu’il s’agit de
résoudre; mais la premiére doit étre examinée. Si donc les quatre
points donnés sont dans un méme plan, nous disons qu’on aura i la
fois

(X —Xo) 47 (Xs—Xo )+ (Xa—Xo)=0, 4 (Ar—LDxo)+1 (A, —Az,) 4y (D, —Azg) =0,

et semblablement pour les variables v, z, et les variations A ¥, Az.

En effet, si les quatre points considérés sont dans un méme plan,
ainsi que leurs correspondants, on aura simultanément, en distinguant
par un accent les coordonnées de ces derniers,

8 (#—0) + h(z:—Zo) + lx,—z0) =0, g'(2/ —z,)+ W(r,—z))+V'(x,—z.)=o0,
8 (r—ro) + A yi—yo) +(ri—yo)=0, (3" —ry) + Ky, —r)) +(ri—ri) =0,
g (3—2,) 4 k(2. — 2o) +U(23,—z5) == 0, g’ (2’ —z,)+ (3, —z,) + Uz, —z,)=o,
gk, 1, g', k', ', étant des coefficients 4 éliminer. Comme on a par
Yinvariabilité des distances
(F— 2o + (7 —Jof + (2 — 2P = (&' — 2,)* + (y'—y,) + (Z —5,)",
(#-2XZs=Zo)+( 7 7o) (I Y o) H(5-20) (5= 20) = (&'~ 2 (@~ 2, )+ (1"~ 7, ) -7y )42 - 2,)(z) - 2), etc.,
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et que les rapports g, %, é , i?, sont fonctions identiques de ces mémes
quantités, il s'ensuit qu’ils sont égaux et qu’on peut supposer g'=g,
h'=Fk, I'=1, dou lon conclura, en introduisant les coordonnées

!
des milieux x = "—j;i-, etc., et les différences Ax, Ay, etc., qu'on a

_ aussi

g(x — %) + h(x; — %)+ {(x; — %) = o0,
g — x) + A {x, — ¥o) + (¥, — %) = o,
g2 — 2) + k(22 — 2)+1(2. —2)=o0,
g (Dr—~NDzx,) + A(Dx,—Dz,) 4+ I (Dr,—Dx,) = 0,
g (By—~2Dyo) + h(Dy,—LDyo) + {(Ly:—Dyo) = o,
g (D2 —0D3z,) + h(Bz, —0z0) + (D3, —Dz,) = o.

Les trois premieres équations, comparées aux trois données en u, v, 7,
montrent la proportionnalité des coefficients g, %, I, & ces derniers ,
et enfin conduisent 4 'équation

w(Ax — Axy)+ v (Ax, — Ax,) + & (Ax, — Ax,) = 0, etc.;

ce qu’il fallait établir.

31. Les deux méthodes analytiques que nous venons d’exposer pour
déterminer les formules des variations des coordonnées d’un systéme
solide, sont déduites de procédés purement algébriques. L’algorithme
infinitésimal fournit encore une démonstration plus simple de ces for-
mules, se rapprochant de celle que Lagrange a donnée dans sa Meca-
nigue, et comprenant dans la méme analyse I'expression des variations
finies et celle des infiniment petites. Voici cette démonstration.

Si I'on désigne par d les différences infiniment petites des coordon-
nées d’un point du systéme a celles du point infiniment voisin dans le
systéeme non déplacé, puis par le signe A ou ) selon qu’on considere
un déplacement fini ou infiniment petit de ce systéme, les variations
de ces coordonnées dues 3 ce déplacement méme; il s’agira de déter-
miner généralement les variations Ax, Ay, Az, aumoyen de I'équation
suivante, qui renferme I'expression algorithmique la plus simple de
Pinvariabilité des distances mutuelles de tous les points du systeme -

o (dx? + dy* + dz°) = o.
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Or en posant
X =& + 30%, Y=y + £y, z = z + 14z,

cette équation, au moyen de la régle de I'inversion de signes d, a,
devient
dydpx + dydpy + diidpz = o,

a laquelle il faut satisfaire de la manieére la plus générale. Dans ce but,
considérons Ax, Ay, Az, comme fonctions des variables indépendantes
X, ¥, z; I’équation ci-dessus fournira d’abord V'intégrale suivante, en
supposant constantes dx . dv, dz,

dx Dz + dx Dy + dz Lz
\/t;';’w;i— dy® + dz*

= constante,

traduction algorithmique de la propriété du quadrilatére, dont denx
cOtés opposés sont égaux, laquelle consiste en ce que ces cotés et les
deux autres se projettent également sur la ligne qui joint les milieux de

’

ces derniers. Mais I’équation
dxdAx + dvdAy + dedAz = o,

lorsqu'on y substitue les différentielles partielles aux différentielles
compleétes, devient

dlx dhy diAz dbx  dOy\
2 7 2 - 3 dxdy | — —
x dx + dx dy + dz dz + Y(\dY+ dx
dAxr  dAz\ dAy dlz
dx d anz bz
-+ xz(dz+dx}+dez<dz+d’l> 0,

et 4 cause de I'indépendance des différentielles dx, dy, dz, donne ces
six autres :

dbdx dhy dbz dhz  dhy
=T THm TS HZTS gt =0
dbz  dbz __ dby dbs

Z TETY m twm =

Le systeme de ces six équations s’intégre aisément. Les trois premiéres
montrent que les variations Az, Ay, Az, sont respectivement formulées
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indépendamment des variables respectives x, v, z. Il en est par consé-
quent ainsi de leurs dérivées, d’ou il est facile de conclure que ces six
dérivées sont des constantes égales deux a deux et de signes contraires,
ce qui produit enfin les expressions auxquelles nous sommes déja
arrivés ,

Dr = A 4+ py — nmz, Ay =B 4+ mz — px, Dz =T+ nx — mx.

Nous ne reviendrons pas sur les transformations que subissent ces
formules lorsqu’on y rétablit les variables x, y, 2; il nous suffit d’a-
voir montré comment la méthode des wvariations s’applique a la re-
cherche de ces formules et donne dans une méme forme algorithmique
les variations finies et infiniment petites des coordonnées d’un systeme
solide, avec cette seule différence que les coordonnées des points dépla-
cés, sont remplacées dans le cas des variations finies, par celles des mi-
lieux des espaces parcourus en ligne droite par ces points.

32. 1l nous reste maintenant, pour terminer ce travail, a déduire
rapidement de I'expression de ces variations les lois géométriques du
déplacement des corps solides que nous avons d’abord exposées syn-
thétiquement, et prises pour point de départ de notre premiére analyse.

Les formules ; -

Dx — A+ py — nz, Dy = B + mz — px, Az =T + nx — mx,
donnent immédiatement la relation fondamentale suivante :
mAz + nly + pOz = Am + Brn + Ip,

d’ou I’on voit que les droites réellement parcourues par tous les points
du systéme, en passant d’une situation A P'autre, sont toutes également
projetées sur une méme direction (m , , p). En désignant les angles de
cette direction par g, k, [, et par ¢ cette projection commune, on aura
pour tous les points du systéme déplacé,

cosg Az + cosh Dy + cosl Az = ¢,
et pour deux points différents,

cos g (Ar — D) + cosh(By — Dy') + cosi(bs — BF) = o
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Ax—Ax'y Ay —AY, 02— Az, mesurent les projections sur les axes res-
pectifs coordonnés de la corde de I’arc qui serait décrit par le premier
point autour d’un axe de rotation mené par le second point (x/, ¥, 7'},
parallelement i la direction (m, n, p); ces deux points sont transportés
ensuite & leur situation définitive, en décrivant deux droites égales
et paralléles a celle qui joint le point (x’, 5", z') & son correspondant.
Si I'on désigne par § I'angle de cette rotation, par u la distance de cette
corde a cet axe de rotation , on aura évidemment

fuotangoss™= (55— BLP - (By — B+ (e — ALY
: =(m*+n*+p?)| (x-x' p(x~¥ (22 P (x-x")cosg+(x-¥)cosh+(e-2 Jeosg]* |,

w = (x—x'P + (x—v') +- (z—2')* — [(x—x') cos g + (¥—x') cos s + (z—z) cos /};

on a donc, quels que soient les deux points considérés,’

4ftang®{6 = m?® + n* + p.

Ainsi le déplacement donné d’un solide, d’une situation 4 une autre,
peut toujours résulter de deux déplacements consécutifs en rotation et
en translation, ainsi que cela a été expliqué au commencement de ce
travail.

Soit de plus » 'amplitude du déplacement angulaire d’une droite de
ce solide, ¢ I'angle qu’elle forme avec la direction des axes de rotation
X, ¥y % 25 ¥'s ', les coordonnées de deux points de cette droite, on
aura

__ (=) cos g+ (y— y’) cosh +(z — 2} cos ¢

AR ey ey e

et, a cause de l'invariabilité des distances mutuelles des points de ce
solide,

(Az—~Aa’) cos g + {Dy — Dy') cosh + (Dz — D) cos -0

acose = Ve—sF 10 = 7T T G—2F =

L’angle @ reste le méme avant et aprés le déplacement;; quant & 'angle v,
ona

(#2) (o2t De-B) +- (7-5") (-3 +By-By”) +-(s2) (55 -r3-B)
E—2P+ (r —yP+@E—=) ’
Tome V. — Noveuszk 184o. 55

COoSy =
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«’on enfin cette relation remarquable
o — . le
sinty = sin@sinid,

(ui exprime le théoréme énoncé au n°9J.
l.es droites paralléles a la direction des axes de rotation sont donc
rransportées parallelement a elles-mémes. Entre toutes ces droites il ¥
en a une qui ne fait que glisser sur elle-méme et pour laquelle les va-
riations Ax, Ay, Az, doivent évidemment étre proportionnelles aux
cosinus des angles g, &, [. Les équations de cette droite seront donc
Ar Ay Az

= =1,

cos g cos h cos !

et comme on a
X = x + 3ax, Y = y + 48y, 2z =z -+ i0z,

vn aura, comme nous les avons déja données au n* 16, pour équa-
fions de I'axe central du déplacement :

py — nz + A = tcosg,
mz — px + B = tcosh,
nx — my+ T = tcosl,

etc.
Concrusion. — Loi générale de la Statique.

33. La Géométrie considére les déplacements finis ou infiniment
petits des corps solides, occasionnés par Paction successive de causes
ou de _forces capables de les produire.

[.a Mécanique considére les déplacements consécutifs des corps so-
lides, et plus généralement ensuite des systemes quelconques de points
occasionnés par I'action simultanée et prolongee de causes ou de forces
capables de les produire.

l.a Statique est cette premiére partie de la Mécanique ou l'on ne
considére que la possibilité des déplacements infiniment petits ou
virtuels de ces systémes, qui résulteraient de Paction simultanée et

non continue de ces mémes causes.
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l.la Géométrie enseigne que le déplacement d'un corps solide se re-
fluit & tourner autour d’un ou de deux axes fixes.

Il en résulte que si les forces qui agissent simultanément sur uu
systeme solide ne peuvent lui imprinter aucune rotation autour 'un
axe fixe quelconque, ces forces se font équilibre ou se neutralisent .
et le corps reste immobile.

Ces forces, considérées sépar¢ment, ne peuvent agir que de deux
manieres, ou parce qu’elles tendent A faire tourner ce corps solide au-
tour d’un axe fixe, ou parce qu'elles tendent déplacer un certain
point de ce systeme, ou plus expressivement a faire varier les coor-
données de ce point. Cest la maniére la plus générale de considérer e
d’examiner, en Mécanique, Vaction des forces.

Toutefois la loi de 'équilibre est identique dans ces deux modes d-
considération, ainsi qu'on va le voir.

Si des forces ou causes quelconques de déplacement tendent szucees-
stvement ou simultanément , en passant aux limites, c’est-a-dive en
passant de la Géométrie A la Mécanique, a imprimer a un solide des
votations élémentaires ou virtuelles 8, 67, §”,. .., autour d’axes fixe~
déterminés, la loi de I'équilibre de ces forces consiste en ce que i
somme des moments de ces rotations soit nulle par rapport a un
quelconque ;

I.équation

20D sine = o,

qui est la traduction algorithmique de cette loi, impliquant. a causc
de I'indétermination de cet axe quelconque, six équations speciales
se réduisent a trois quand ce systéme solide se réduit 4 un point.

Examinons maintenant ce qui arrive quand les forces qui agissent
simultanément sur le solide tendent séparément a faire varier les co-
ordonnées de divers points de ce systeme. Tout déplacement se vap-
portant virtuellement a un axe fixe de rotation, il suffira pour chaque
point de considérer la variation qui peut résulter de I'action des forees
qui agissent en ce point, sur la coordonnée de ce point orthogonale
a ce méme axe fixe, dont la résistance soppose i tonte variation de
ses autres coordonnées rectangulaires.

Or il est ¢évident que le déplacement infiniment petit dan pon

ot
¥

)
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peut étre considéré comme effectué successivement par rapport a
chacune des coordonnées rectangulaires de ce point, la variation de
chacune de ces coordonnées étant d’ailleurs égale & la projection du
déplacement total sur la direction de cette coordonnée. Il en résulte
que dans tout systeme ou il se trouve un axe fixe, les forces qui agissent
sur un point de ce systéme ne peuvent réellement faire varier que la co-
ordonnée de ce point orthogonale a cet axe fixe.

D’un autre coté, a cause de invariabilité du systéme, il est évident
que deux forces égales , dans leur action sur un méme point, se font
équilibre,

1°. Si elles tendent A faire varier également ses coordonnées, mais
en sens contraire;

2°. Si elles sont appliquées, mais en sens contraire, aux extrémités
d’une droite invariable;

3°. Si elles tendent A faire tourner en sens contraire une circonfé-
rence dont le centre est fixe, dans le plan de laquelle elles sont ap-
pliquées tangentiellement;

4°. Si, plus généralement, elles tendent 4 faire tourner en sens con-
traire un cylindre droit dont I'axe est fixe, i la surface duquel elles
sont tangentes orthogonalement 4 son axe.

1) résulte de ces propositions que si 'on considére toutes les forces
qui tendent & déplacer les divers points d’un systéme solide, ot il se
trouve un axe fixe, suivant des directions données, et & leur imprimer
des translations virtuelles données, il y aura équilibre entre tontes ces
forces si, en les supposant appliquées toutes a des points équidistants
de Vaxe fixe, ce qui est toujours possible, la somme des moments des
translations virtuelles qui mesure I’effet de ces forces est nulle par
rapport 4 cet axe.

En passant d’un axe fixe déterminé 4 un axe quelconque, il s’en-
siivra nécessairement que I'équation générale

0D sinv = o

est la traduction algorithmique de Véquilibre d’un systeme de forces
capables de produire des translations virtuelles ou infiniment petites

14

proportionnelles aux rotations 8, 8’, 4”,..., ces forces étant appli-
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quées sur les axes de ces rotations, positivement ou negativement, selon
le signe de ces rotations.
g
Ainsi s’explique I’analogie si remarquable des lois de ’équilibre et
p q

conséquemment de celles de la composition des rotations infiniment
petites, avec les lois de I’équilibre et de la composition des forces con-
sidérées dans la Statique.

Si I'on désigne généralement ces forces par les grandeurs finies P,
P’,. .., proportionnelles aux translations virtuelles qu’elles tendent &

»- -5 Prop
imprimer, I'équation de leur équilibre sera

2PD siny = o;

le terme général PD sinv exprime le moment statique de la force P,
relatif a P'axe fixe, et est égal au produit de la distance du point d’ap-
plication: de cette force 4 laxe fixe, multipli¢e par la composante de
cette force orthogonale 4 ce méme axe.

On comprend nettement par cette signification du produit PD siny,
ce qu’il faut entendre en Statique par les moments qui tendent a faire
tourner dans un sens ou dans un autre, ces moments, 3 un dénomina-
teur commun preés, n’étant autre chose que les composantes orthogo-
nales des forces données, par rapport 4 Paxe de rotation, appliquées
a une méme distance de cet axe.

Les conditions de I'équilibre des forces appliquées 4 un systéme so-
lide, que la considération secondaire, bien quadmirablement ingé-
nieuse, des couples, réduit en termes finis & deux conditions, sont donc
comprises dans une seule loi, également exprimée en termes finis, qui
consiste en ce que la somme des moments ou des forces du systeme soit
nulle par rapport & un axe quelconque.

Cette loi est générale et s’applique, ainsi que celle du principe des
vitesses virtuelles, qui n’en est que la transformation infinitésimale, a
Péquilibre de tout systéme invariable ou non, pourvu que les condi-
tions de la liaison des points de ce systéme puissent étre remplacées par
Vintroduction de forces qui permettent de regarder ces points comme
entierement libres, forces que I'analyse détermine et élimine ensuite
des équations qui donnent I'équilibre de chaque point.

Au moyen de cette introduction, la loi d’équilibre d’un point en-
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sendre immediatement celle d’un systeme solide; nous ne nous y ar-
rélerons pas: nous remarquerons seulement que, dans ce cas parti-
culier. les forces introduites étant deux a deux égales et de signes
contraives, la somme des moments de toutes les forces appliquées A
tous les points, qui doit ¢tre nulle pour I'équilibre, ne contient que
ceus des forces donndes, et exprime ainsi, sous une forme identique.
la loi de Péquilibre d'un point ou de plusieurs points entierement
libres. ot celle ’un systéme invariable.

De Uéyuation des vitesses virtuelles.

Si fa foree 1 tend a faire varier la coordounée p. le produit Pdy
sera ('-g,:ll a PD9sine, Dfsine exprimant le moment de la rotation vir-
tuelle §, dans Vhypothese d’un déplacement infiniment petit quel-
conque du systeme, qui produirait dans les coordonnées de ce systeme
des variations caractérisées par le signe d.

ko effet, ce déplacement infiniment petit se réduisant forcément a
une ou i deus rotations successives, doit virtuellement n'étre consi-
déré que dans sa premicre ou son unique rotation, et deés-lors arc in-
finiment petit décrit par le point d’application de la force P, projete
sur la direction de cette force, se trouve égal a la variation méme de
la coordonnée p, suivant laquelle agit cette force, ce qui donne

dp = B sine, PIp = HPD sin v.
1. équation géenérale de I'équilibre de ces forces.
SPD sin¢ = o.
<o transforme donc en celle-ci
EPdp = o,
(ui exprime que, des jr'uw;s étant en cquilibre dans un systéme solide
si, par unc cause quelconque, ce systéme wvient ¢ étre dérangé infini-

ment pew de sa situation actuelle, la sonune des forces multiplices par
les espaces infiniment petits parcourus par les points de ce systéme

Cremc ey e
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dans la direction de ces forces respectives devra éire nulle. vt récipro-
quement, ce qui est Lénoncé du principe des vitesses virtuelles.

Cette équation bien supérienre , algorithmiquement parvlant, a la pre-
miere, n’a pas au fond plus de généralité : mais elle exprime le plus
simplement possible la loi de I'équilibre de tous les systemes dans les-
(quels les conditions de liaison sont susceptibles d'étre traduites par
des équations linéaires entre les variations des coordonnées des divers
points du systéme.

En effet, sices conditions sont exprimées par des équations telles que

JL = o, /=0, 41/ = o.
o plus généralement par une seule équation telle que
ADT, 4+ NJL 4= NP ... = 0,

dans laquelle A, X', A", sont des multiplicateurs arbitraives, et quon
désigne par X, Y, Z, les coefficients des variations J'a, 4y, Jz, dans
cette équation; par r une grandeur linéaire dont la direction serait
'X, Y, Z); par R une force appliquée au point {x, y, z), dans la divection
de cette droite qu’elle tendrait a faire varier, égale a \/X? - Y? 4 77
on aura

P Xédw 4+ Yoy + Z4=
VX Y4z

et semblablement pour J'r', d17,..., etc., 'équation ci-dessus prendr:

la forme
Rdr + R 4 RIPr... = o,

et les.deux équations
SPdp = o, EPIp + Rr 4+ RI¥ + Rr ... = o.

auront la méme généralité, les variations étant lmitees dans la jpre=
miere par les équations de conditions, et complétement independinios
dans la seconde. Or, dans ce dernier cas, I"équation

2Pdp + Rr + R + R'J1...=o0,

exprime la condition d’équilibre de tous les points du systeme . dégages
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de toute liaison, mais sollicités par les forces primitivement données
P, P’, P’,..., et par d’autres forces R, R’, R”, qui ont statiquement
remplacé les conditions de liaison supposées.

L’élimination de ces forces R, R’, R”, dans les équations particu-
lieres comprises dans I'équation précédente, fournira les équations dé-
finitives de I’équilibre des premiéres forces, telles qu’elles résultent de
la liaison du systéme. Et réciproquement, si ces équations ont lieu,
il y aura équilibre, car les forces R, R/, R, se trouvent en méme temps
déterminées, et ’équation

3P&p + Rer + RIrY + R'Ir... = o,

a variations indépendantes, établit 'immobilité de tous les points du
systeme, par suite de P'action des forces données et de celles qui,
statiquement, équivalent a la liaison donnée entre les divers points du
systeme,

Quand le systéme que I’on considére est continu, les équations de
condition renferment des intégrales définies qui représentent en quelque
sorte un nombre infini de conditions linéaires entre les variations des co-
ordonnées du systéme; les multiplicateurs arbitraires passent sous le
signe de ces intégrales, dont il reste 4 obtenir les variations par un mode
entiérement analytique et indépendant de toute considération statique.
On y arrive ajsément par la formule générale suivante

("(IJ x, déz, dJ.z,)
w | b diny)

¢$*Udz,dx,dxs. . . dz, =S'dx,dx,. . .d.z,,[d‘ U+-U . il ar.

U étant une fonction quelconque des variables indépendantes x,, x,,
Zyy..., Tn, et le signe S* désignant une intégrale définie multiple de

I'ordre n.

5 décembre 1840.
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MEMOIRE

SUR LES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES

DE PREMIERE ET DE SECONDE ESPECE,

CONSIDEREES COMME FONCTIONS DE LEUR MODULE;

Par J. LIOUVILLE.

( Présenté a PAcadémie des Sciences , le 6 janvier 184o. )

et e

1. En désignant par E, F, les fonctions elliptiques de premiére et
de seconde espéce qui répondent 4 Pamplitude « et au module x, on a,
d’aprés les définitions de Legendre,

= [“da\/1 — Psin’a = ("
E ‘/;dd\l x?sin?a, F jeVr—_:-mm:

Quand on donne au module x une valeur déterminée, E et F de-
viennent des fonctions de Pamplitude « seulement; et jai fait voir que
ces fonctions sont des transcendantes d’espéce supérieure qui ne peavent
pas s’exprimer en termes finis 4 aide des signes algébriques, exponen-
tiels et logarithmiques [*]. Le seul cas ou - = o fait exception, puisque
PonaalorsE=2,F=a.

Maintenant, au contraire, attribuons 4 'amplitude « une valeur dé-
terminée différente de zéro, en laissant quelconque le module x. Dans
cette hypothese , E , F seront des fonctions de x, et je me propose de
prouver que ces quantités ne sont pas non plus des fonctions finies ex-
plicites de x. On peut méme ajouter qu’elles ne s’exprimeraient pas
davantage en termes finis si'on joignait aux signes algébriques, expo-

[*] Journal de U’Ecole Polytechnique, 23" cahier.
Tome V. — Decemsre 184o. 56
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